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DISTRIBUTION DES FREQUENCES DES UNIONS
DE DIVERS GENOTYPES
DANS UNE POPULATION MONOGAME
A EFFECTIF LIMITE

par

E. DEFRISE - GUSsSENHOVEN (Bruxelles)

En analysant un modele de population monogame (DEFRISE-
GUSSENHOVEN, 1964) nous avons été amenée a élaborer une distri-
bution de fréquences qui présente quelques analogies avec la dis-
tribution multinomiale, mais qui est un peu plus difficile & manier.

Nous voulons exposer I’élaboration et ’étude de cette distribu-
tion, d’une part pour justifier ’emploi que nous faisons ailleurs
(loc. cit.) de certaines formules et d’autre part parce que le pro-
bleme a propos duquel la distribution a été établie, peut se poser
dans d’autres domaines que celui de la génétique des populations.

1. — Définition du modéle de population monogame
panmictique et exposé du probléme

Considérons un isolat — c’est-a-dire une population dont les
membres s’unissent exclusivement entre eux — caractérisé par la
propriété suivante : les unions se font entre sujets se choisissant au
hasard, a cela prés qu’ils appartiennent a la méme génération ;
un méme nombre n d’hommes et de femmes forment ainsi n couples
stables dont les enfants constitueront la génération suivante.

On reconnait dans ce modele, celui qu’utilise DAHLBERG (1947)
dans ses études sur la consanguinité.

Le probléme qui s’est posé était de calculer, en fonction des fré-
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quences des génotypes AA, Aa, aa chez les parents, les fréquences
des génotypes chez les enfants.
Supposons que chez les parents, il y a, dans chaque sexe
d sujets de génotype AA
hS 25> » Aa
roo»  » » aa

avecd +- h +r = n.

Représentons par les cases d’un échiquier les unions possibles
dans une telle population (fig. 1). Un cété figure les hommes, dont
d sont de génotype AA, h de génotype Aa et r de génotype aa.
L’autre coté de I’échiquier correspond aux femmes, avec les mémes
fréquences génotypiques.

hommes
d AA h Aa r aa
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La figure 1 correspond au cas particulier pour lequel n = 15,
d =45h =16, .= 5.

L’ensemble des 15 croix placées dans les cases de 1’échiquier re-
présente 'une des fagons de former 15 unions avec ces 15 hommes et
ces 15 femmes et c’est de la composition génotypique particuliére
de ces 15 couples que dépendront naturellement les fréquences gé-
notypiques des enfants.

Si nous désignons respectivement par u, v, s, t le nombre des
unions de génotype

QAA X 3 AA, R AA X 3 Aa, R Aa X 3 AA, Q Aa X & Aa,
on a, pour l’exemple particulier de la figure 1, u = 3, v = 1,
s =10t = 3.

Puisque chaque sujet se marie mais n’a qu’un seul conjoint,
une croix et une seule occupe chaque ligne et chaque colonne de
I’échiquier, de sorte que les fréquences des autres types d’unions,
se déduisent aisément des valeurs de u, v, s, t.

Ilya
d-u-v =0 union Q AA X & aa
h-s-t = 3 unions Q Aa X & aa
d-u-s = H]EESINIONE 9 faa R X R ATAY
h-v-t = 2 unions Qaa X & Aa
r-(d-u-s)-(h-v-t) = 2 unions Q aa X & aa

Il existe naturellement d’autres fagons de former 15 couples ou
de placer 15 croix sur I’échiquier pour lesquelles on aurait également
u =3 v —sles =0\ tx="3, tandis¥que;spour d’autresisériesNde
15 unions, on trouverait, pour u, v, s, t, des valeurs différentes.

u, v, s, t, sont des variables aléatoires ; c’est la connaissance de
leur espérance mathématique, de leur variance et leurs covariances

qui nous permettra de calculer les fréquences génotypiques de la
génération suivante.

2. — Distribution de fréquences de u, v, s, t

Les valeurs que peuvent prendre les nombres u, v, s, t ne sont pas
indépendantes. Ainsi, il est évident que u + v ne peut pas dépasser
d. En effet, u et v sont les fréquences de couples dans lesquels la
femme est de génotype AA ; comme il n’y a que d femmes AA, il
ne peut y avoir plus de d tels couples.
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Pour une raison analogue, u + s< d,s +t< hetv + t < h.

Nous allons établir la répartition simultanée des variables aléa-
toires u, v, s, t.

Iy a 15! facons différentes de placer 15 croix dans I’échiquier
de la figure 1 de maniere qu’il n’y ait qu’une croix par ligne et par
colonne ; plus généralement, s’il y a n hommes et n femmes, il y
aura n ! séries différentes de n couples.

Parmi ces n ! séries, un certain nombre comprennent exactement
u unions 2 AA X & AA, v unions 2 AA X & Aa, s unions @ Aa X
3 AA et t unions @ Aa X & Aa. Nous avons établi qu’il y a

u u v v S S t t
Cd Cd u~! Ch Cd-u va! Ch Cd-u s ! Ch-s Ch-v t!'
d +h-w
C, (d+h-w) !r!
telles séries, aprés avoir posé w = u + v 4+ s 4 t.
En divisant le nombre total de séries par n! = (d4h-r) !,

on obtient la fonction de probabilité des variables u, v, s, t et I'on
peut écrire, aprés quelques simplifications,

d! h!
u!lv!(duv)! s!t! (h-s-t)!

RtV s =

r! d!h!r!
(d-u-s) ! (h-v-t) ! (t-d-hfw)! (d+h+r)!

Cette formule s’explique de la facon suivante :

d!
u!v! (d-u-v)! (1)

il y a

facons de choisir u, v, d-u-v femmes parmi les d femmes de géno-
type AA pour les unir respectivement a u hommes AA, v hommes
Aa et d-u-v hommes aa ;

h!

S | 2)

facons de choisir s, t, h-s-t femmes parmi les h femmes Aa pour
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les unir respectivement a s hommes AA, t hommes Aa et h-s-t hom-
mes aa ;
r!

(d=u-s) ! (h-v-t) ! (r-d-h+w) ! (3)

enfin il y a

facons de former d-u-s couples @ aa X & AA, h-v-t couples @
aa X & Aa et r-d-h+w couples @ aa X J aa.

Considérons a présent les h hommes de génotype Aa: v ont une
femme AA, t une femme Aa et h-v-t une femme aa, comme le
montre la figure 2. Or, comme il y a h ! facons de placer h croix
dans ce carré de c6té h, c’est-a-dire h ! facons différentes d’attribuer
a h hommes Aa, v, t et h-v-t femmes de génotypes respectifs AA,
Aa et aa, il faut encore multiplier le produit des trois expressions (1),
(2), (3) par h ! et pour une raison analogue, par d ! et r . Le pro-
duit total divisé par n !, nombre total des séries de couples, conduit
a la forme de P (u, v, s, t) trouvée.

Remarquons que P (u, v, s, t) est aussi la fonction de probabilité
des fréquences dans un tableau de contingence, lorsque les fréquen-
ces marginales sont fixées et que les attributs sont indépendants.

L’identité formelle entre un tableau de contingence et notre échi-
quier des couples se constate si 'on assimile chaque couple a un ob-
jet caractérisé par deux attributs : le premier attribut est le géno-
type du mari, le second le génotype de la femme. Le fait que les
unions se concluent au hasard entraine I'indépendance des attri-
buts ; d’autre part, les fréquences marginales sont fixées : ce sont les
nombres d, h, r, fréquences des génotypes au départ.

On peut trouver dans WirLks (1947, p. 213) I’analyse de la fonc-
tion de probabilité relative aux fréquences d’un tableau de contin-
gence, suivie du calcul des moments. Nous donnons cependant ici
la suite des calculs des premiers moments telle que nous I’avions
établie avant d’avoir pris connaissance des résultats de Wilks, notre
raisonnement et nos notations pouvant paraitre plus simples aux
non-mathématiciens.

3. — Espérances mathématiques des variables u, v, s, t

L’artifice de calcul qui est a la base de la recherche des moyen-
nes et des variances relatives a la fonction de probabilité
P (u, v, s, t), consiste a écrire 'identité
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(x+y+2z)? E+y+z) (x+y+z)" = (x+y+z)?

ou, en développant,

d ! x4 vV Zd-u-v 3 h! xS yt Zh—s-t

L s b © S sl (s ! :
r! ayb ra-b — _L 1 ym ,p
P e T SRR T T T

En identifiant les coefficients de x! y™ zP dans les deux membres,
on obtient

d! h! r!

whsiamt Ulv!(duv)! slt!(hst)! al!b! (r-ab)!
v+t+b=m

n!
NS mSE ps!

Cette identité est vraie pour toutes les valeurs de¢ 1, m, p telles que

l+m-+p = n. En prenant comme valeurs particuliéres de 1, m,
p respectivement d, h, r, on obtient
d! h! r!

o ST (A E NI ST A S B s

v+t+b=h

I

n !
dih!r!
a et b ayant alors nécessairement les valeurs a = d-u-s et

b = h-v-t.
Il suffit d’étendre la somme du premier membre 2 toutes les va-
leurs possibles de u, v, s, t pour trouver que P (u, v, s, t) = 1.
Voici comment on calcule E (u).
ES ()= ul B (u; 8, ) —

u, v, S, t
d!d!h!h!r!r!
wv st (W1)!1vl(d-u-v)! (h-s-t) ! (d-u=s) ! (h-v-t) ! (r-d-h+w) ! n!

Ici, on doit exploiter I'identité

(eby+2)*t by (xy+a)t = by
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qui conduit a la nouvelle identité

5 (di-y ' h!r! =
wirsiamy (@-1)!v!(d-u-v)!s!t! (h-s-t)!a!b! (r-a-b)!
v+t+b=m

(n-1) !
l!'m!p!

Si I'on prend respectivement pour 1, m et p les valeurs d-1,h, r,
il faudra que a = d-u-s et b = h-v-t et Pon obtient

(d-1)! (d-1) ththtrtrtdd

ot @) Ty (du) Ts el (hrs) | (drues) | (hvet) |
1
(r-d-h+w) ! (n-1) !'n !
d2
s YA u P(u,V,S,t):E(u)z_
u, Vv, s, t 5

h : :
On établit que E (v) = dn— en partant de la méme identité que

pour le calcul de E (u), mais on prend respectivement pour 1, m et
p les valeurs d, h-1 et r.

Par raison de symétrie, E (s) = ir? cES( =

4. — Espérances mathématiques
de u?% v% s? t2 uv, us, ut, vs, vt, st

On a
it = 3 ud P (u, v, 8 )=
u, v, s, t
2 u (u-1) P (u, v, s, t) + 2 u Pilu, v, s 1),
u, v, s, t u, Vv, s, t

Le second terme vaut E (u), il suffit donc de calculer le premier.
On part de I'identité

(x+y+2)%2 (x+y+2)" (x+y+2)" = (x+y+2)™2 et en posant

1 =d-2, m = h, p =r, on obtient

d2 (d-1)2 2
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Montrons encore comment on calcule E (v?)

EW = 2 v1)P@uvst)+E(W

u, v, s, t

On part de la méme identité

(by+2)"2 (xty+a) by4a)' = ebya)™? qui
développée, donne
(d-2) ! . h! :
YRS e SR e W V=28 d-usve o F iyl g s 11=S=LC
ul (v-2) ! (duv)t X V2 e T e
! .
ST (l;-.a-b) oA = g (0-2) X RvEL D

— a0

On identifie les coefficients de x' y™ zP dans les deux membres :

& (d-2) ! ~ashil SNSRI Y (n-2) !
wstac:  W!(v=2)!(d-u-v)! s!t!(h-s-t)! al!b!(r-a-b)!

v-2+t+b=m

Il

I'm!p!
Pourl = d, m = h-2, p = r, il faut que a = d-u-s et b = h-v-t,
de sorte que
5 (d-2) 'h !r!
wv, st WH(v-2) I (d-u-v) Is!t! (h-s-t) ! (d-u-s) ! (h-v-t) ! (r-d-h+w) !

(n-2) !
d! (h-2) I'r!

I

Tous calculs faits, on trouve

d (d-1) h (h-1)

o v-1) P (u, v, s, t) = - Moicwiveeil t

u, v, s, V( ) ( ) l’l(-l) i
dh (d-1) (h-1 dh
3 el s n((n?l(T bt T

E (uv), E (us), etc., s’obtiennent a ’aide des mémes types d’iden-

tités daus lesquels on donne chaque fois a4 1, m, p les valeurs con-
venables.
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TABLEAU [

Espérances mathématiques

dz 12 (d-1)2 d2
dh dh(d-1) (h-1 dh
B Sl “(—()“(1)—) BT
dh dh(d-1) (h-1 dh
E@ =5 E@ = ol
Ty o e L) i)
E () = & E () = o =
dz h(d-1
E (uv) = E (us) = = ((n-l))
dz h?
ER(ut) = ER (sl = )
dh? (h-1
ENwt) = El(sti L = ﬁl)—)
5. — Variances et covariances de u, v, s, t

Du tableau I se déduisent aisément les variances et les covariances
rassemblées dans le tableau II.

TaAaBLEAU 11

V  (u) = d*(n-d)2/n*(n-1)

vV (v) = V(s) = dh(n-d)(n-h)/n*(n-1)
V(1) = h*(n-h)?/n®*(n-1)

cov (uv) = cov (u‘s) = — d*h(n-d)/n*(n-1)
cov (ut) = cov (vs) = d*h?/n?*(n-1)

cov (vt) = cov (st) = — dh*(n-h)/n%(n-1)
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Conclusions

Les espérances mathématiques de u, v, s, t sont celles que Pon
trouverait pour une distribution multinomiale, ou la probabilité
d’une union AA X AA serait d?/n% celle d’une union AA X Aa
dh/n? etc. Mais les variances et les covariances trouvées ici ne sont
pas égales a celles que I'on tirerait d’une telle distribution multi-
nomiale. Remarquons que les covariances de ut et de vs sont ici
positives contrairement a ce qui se passerait dans une distribution
multinomiale.

Les espérances mathématiques du tableau I peuvent étre utilisées
pour calculer les espérances mathématiques, les variances et les
covariances des fréquences génotypiques de la génération suivante
(DEFR1SE-GUSSENHOVEN, 1964).

RESUME

A

Dans une population panmictique 4 mariage monogame permanent, on
a calculé la fonction de probabilité P (u, v, s, t), les variances et les covarian-
ces des fréquences u, v, s, t des unions de génotypes respectifs AA X AA,
AA X Aa, Aa X AA et Aa X Aa.

SUMMARY

The probability function P (u, v, s, t), the variances and covariances of
the frequencies u, v, s, t of unions of respective genotypes AA X AA, AA X
Aa, Aa X AA, Aa X Aa are calculated in a monogamic panmictic population
with permanent marriage.
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