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NOT ES DIVERSES 7ï9 

INTRODUCTIONlll 

1. ,....., L'étude est faite dans le but de prec1ser les limites et les 
conditions cl ' application pratiques au problème des anneaux circu
lai res, des formu les données , d'une part. par l'application de la 
1 héorie classique de la résistance des matériaux et, d'autre part. par 

l'application de la théorie de l' élasticité. 

L 'étude comprend quatre sections : 

1. Etude tl1 éoriquc : étab lissement des form ules des tensions et des 
déformations par la théorie classique de la résistance des 
matériaux: établissement des formules des tensions par la 
théorie de l'élasticité: comparaison des deux méthodes. 

Il. Etude expérirnenlalc : contrôles par la photo-élasticité. 

Ill. Etude expérimenlale teclrnique : essais effectués sur un lot 
d'anneaux en fe r ou en acier. 

]\/. Conclusio11s pratiques et résumé. 

(l) Cette étude a été faite au laboratoire de Photo-élasticité et de 
. . d s Matériaux de la Fncullé des Sciences Appliquées de Hes1stauce e . . . . 

. ·t • de Bruxelles dtrtgc par 1\1. le Professeur Baes. Les essais 
l'Umverst -0 ' • 

. circulaires en acier onL été effectués à la suggestion de sur anneaux . . 
. , · des InclusLriels de Belgique », en vue de prec1ser les l' • Associn.1on . . 

. . d sécurité à exiger actue llement pour ces élements, qm 
cond1ttons e b l" t· · d t · 11 •1 · portant. dans de nom rouses npp 1ca ions m us rie es. jouent un ro e 1111 
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NOTATIONS PRINCIPALES EMPLOYEES 

DANS CETTE NOTE 

78:~ 

Dimensions caraclérisliqucs des anneaux. 

'1 . hauleur radiale d 'un nnneau; 

p rayo n du centre de gravilé de la section trans,·crsale de 

l'anneau ; 

n du cenlrc de gravité de la section transversale lrans-p rayo , 
fonnée de l anneau ; 

. rayon de la fibre exlrados de l anneau; re . c 

ri : rayon de la fibre inlrados de l'anneau; 

oordonnées polaires d'un point courant de l'anneau, comp
r, a : ctées respectivemenl à parti r du centre de l'anneau , el à 

partir du diamètre Lransversal au x forces extérieures; 

,... .· · e de la section lransversale de 1' anneau; " arr . , 

n' ; a ire de la seclion transversale transformée de l'anneau ; 

t d'inertie de la seclion transversale de l'anneau, pür 
momen . ) d· 

t à l'axe de gravilé (de celte seclion perpen 1cu-rnppor ' , 
!aire au plan de l anneau; 

t d ' inertie de la section transversale transformée de momen · d . ) 
l'anneau, par rapporl à l'axe de gravité ( e celle seclron 

]' 

perpendiculaire au plan de l'anneau; 

rf. · t de forme de la section de l'anneau , au point de 
coe ic1en ff h t ( 

d I déformation due aux e orts lranc an s ' .20 
vue e a 1 / - s~ pour 

ne seclion reclangu aire, et 32 37 - 1 • 1 :J pour li . 

Section circu laire ); 
une . 

d . 1 l e la fibre couranle et la fibre de rayon p , 
d. t ce ra ra e en r l' d t 

1s an . ( comptée positive vers extra os e . e comm e repere, 
pris , d ) 
négative vers 1 intra os . 

z 
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D onnées relatives à la matière. · 

E : module d'élaslicité longitudina l: 

G : modu le d 'élasticité de glissement ou lransversa l; 

Données relatives à la sollicitation. 

F : force extérieure sollicitant l'anneau (positive s i c'est une 
traction ); 

M' 

N 

(T 

a 

a 

a moment fléchissant relatif à la seclion d 'angle polaire a . 

compté positif s'il tend à diminuer le rayon de courbure 
(augmenter Ta courbure); 

effort normal relatif à celte section , compté posilif si c 'est 

une traction; 

tension norm ale a ux facettes orien tées perpendicula iremen t à 
la direclion radiale; 

tension normale aux facettes radia les. ou tension circonféren
tielle; 

Tra . Ta r :, tensions tangentielles agissant respecli vement sur les 

ra celtes précédentes. 

• 

!\OTES DI Vf'HSES 185 

1. - ETUDE THEORIQUE 

2. - GENERALITES. 

Tant que le rapport p/ h du rayon de courbure de la fibre moyenne 
de l'anne~u et de la ha uteur radiale h de la section transversale est 
suffisamment grand (voir les théories ci-après). le problème peut être 
étudié par la théorie ordinai re de la flexion plane des pièces à forte 
courbure rela tive. 

La première partie de l'élude théorique, c'est-à-dire les §§ 4 à 7, 
présente la théorie ordinai re le lie qu 'elle est enseignée déjà depuis 
de nombreuses années dans les Universités belges, et notamment pat 
M . le Professeur Ba es, a u cours de résistance des matériaux de 
l'Université de Bruxelles ( 1 ) • 

A insi qu 'il sera montré ultérieurement, lorsque le rapport p/h est 
moind re que 2, c'est-à-dire lorsque la courbure relative est forte, la 
théorie ordina ire est défavorable, c'esl-à-dire que les tef\sions calculées 
par cetle théorie sont supérieures a ux tensions -réelles. Il fau t alors 
étudier l'anneau pa r la théorie de l élasticité. La méthode de calcul 
basée sur la théorie de l élasticité est fort peu . connue, aussi est-il 
u tile de résumer cette méthode et surtout d'en dégager les résultats 
]es plus importants susceptibles de rendre de grands services dans 
les a pplicat.ions techniques. 

- - CONVENTIONS DE SIGNES . .)• 

Dans l étude des tensions et des déformations, leffort longitudi
nal N est pris posi ti f, si c'est un effort de traction, et le moment 
fléchissant M est considéré positif quand il tend à augmenter la 

courbure. 

1 Nous avons cru utile de publie~'. ici cette théorie, car nous avons 
( ) t t combien le calcul des p1eces il. for te courbure relative ost pu cons a er . . . 

t nené de man ière tout lL fn1t rncorrecte ou par des théo-encore souven ' . . 
. 1 · 1nes conduisant à des formules plus lourdes ;i mn111er ries p us anc1e1 , . . . . 

que celles .auxquelles aboutit hi théon e e:i:posee c1-npres. 

J 
___.... .... 111111111 .... ________________________________ _. 
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A. - THEORIE DES PIECES A FORTE COURBURE 
RELATIVE. SOLIJCITEES PAR FLEXION PLANE COMPOSEE 

Métl10de basée sur la résistance cles malérim1x. 

4. ~DEFINITION DU CAS. 

Le rapport p/ li du ray~n de courbure p de la fibre moyenne c l de 
la hauteur radiale h de la section transversale est assez grand pour 
.ne pas exiger l'applicat ion de la théorie de l'élaslicité . mais n ·_csl 
pas assez grand pour permettre d 'utiliser les formu les de ln flexion 

d es pièces d roites donnant les tensions. 

Hypothèses relatives au calcul des tensions normales u, : 

C h h 1 1 1, ·t d d la flexion es ypot èses sont es mêmes que c a ns c u c e 
des pièces longues. droites : 

a) La pièce peut être considérée comm e une pièce longue ; 

b) La déf iguralion des sections- transversa les. cl notamment les 
déf orma lions radiales, peuvent êlre négligées; 

c ) Le calcul de~ Lensions u x se fai t en admellant que les seclions 
transversales et planes avant flexion le restent après déf ormalion; 

d) Les tensions a y el a, sont négligeables, de sorlc que dans les 
li miles de l' élaslicilé. les tensions a x sont proporlionn elles a ux chia
talions 8,. 

5. - 1'·1[ E EN EQUATION DE L'EXPRESSION DE CTx (fig. 1 ) . 

Elud ions une fibre quelconque AA1 , cherchons le cr, corrcspondanl. 

Ra~portons le tout à' une. fibre de réf ércncc C'C' 
1 

dont la posi
lion n est pas précisée dès 1 abord et qui sera choisie le plus oppor
tunément pour conduire à l'expression la plus simple de a ,. 

Soit 8'o la dila talion subie par celle fibre de référence. 

Les :' son t comptés posili f s vers l'extrados, négalif s vers l'intrados. 

Avanl déformation . dans l'amplitude a ngula ire élémentaire dcx' les 
fibres avaien t un centre de courbure C; a près déformation , el1es ont 
un centre de courbure C". l'angle dcx' étant devenu dcx". On pait 

-

• 
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de !'hypothèse q ue les scclions trans,·ersa les et p lanes avanl dél"or
malion restent trans,·ersa lcs et planes ap rès déformat ion. 

O n sait que l"on oLLiendra a insi la ,·a lcur de cr .. 

O n a , par dé fin ilion de 1> x 

mais 
z z 

AA", = (:" + p") der." = p"clcr." ( 1 + - .. ) 
p 

p"dcr." ( 1+ - .. ) 
p 

mais aussi 

ou 

z 
AA 1 - (:'+p') dcx' = p'dcx' ( t + -:-) 

p 

/) '
0 

étant la dilatation de la fibre de référence. 

f ig. 1 . ,_, E tude géométriq ue de la déf ormalion. 
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Donc: 
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p"da" 1 +z'/ p" 

p'da' 1 +z'/p' 

1 + z'/p" 

1 + z'/p' 
O n peut écrire : 

ou encore 

1 + z'/p" 
Ôx = ( 1 +ll'0 ) ---- - ( 1 +ô'o) + ô 'o 

1 + z'/p' 

( 1+z'/p" )-(1 +z'/p' ) 
. + ô'o 

t + z'/p' 

1 +z'/p' 

Ôx = -----
1 + z'/p' 

Donc, en vertu des hypothèses 

E 
<Tx - -----

avec 
1 + z'/p' 

Cette formule n'est qu'une étape de l'étude, puisqu'elle contient 
deux variables a uxiliaires ô'0 e t p", à élim iner. 

T elle qu'elle, celle formule exprime la loi cfe cléformalion admise. 

Il y a maintenant à poser les équations d'6quilibre qui contien
nent les cr~ : 

.. 
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Equation d 'équilibre suivant l'axe des x 

Jn j'n cln .n z'.dn 
N = <Tx.cln = E .ô 'o ---- + E.k j ----

o o 1 + z'/p' o 1 + z'/p' 

(2) 

Equation d 'équilibre de rotation. par exemple par rapport à l'axe 
passant par C '. et para llèle à l'axe neutre : 

j .n Jn z'.dn j'n 
M' = <Tx.z'.dn = E.ô'o - -- + E.k ----

z '2.dn 

o o 1 +z'/p' o 1 + z'/p' 
(3) 

On dispose ainsi des trois équations ( 1 ) , ( 2) . ( 3) entre lesquelles 
on va éliminer ô'o et p". 

Section transversale transformée : 

Au lieu de continuer à ra isonner sur la section transversale réelle, 
on va raisonner sur cette section après l'avoir transformée opportuné
men t (fig. 2) . 

On choisit une base de transformation AA. 

O n remplace la dem i-la rgeur DB du profil par ,DB' obtenue en 
joignant BD. en prenan t l'intersection E avec la base de transforma
tion el en rejetant E en B'. 

On obtient ainsi un nouveau contour de la section transversale. 

On a: 

b' 

b 

Po 
b' 

b.po 

Une autre base de transformation que AA donnerait des b' tous 

d ·f· · d ns le même rapport donc Ioules les surfaces transformées mo r res a · . 
!. a;t obtenir ainsi ont le milme centre de gravité G . que on pourr ' 
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C'est le lieu des poin ts G ' qui sera choisi comme f i!Jre de réf é
rence G'G'1 . 

Sa position est bien définie et son rayon de courb ure a ussi. 

La surface transformée est telle q ue son aire : 

n· n· f b'.dz = Po f 
0 0 

b.d::. n· 
n· = f _ç1n· = 

0 

Le centre de gravi lé G' répond à : 

n· n· b( z+ p) 
p'Sl' = f b'.dz(z+p ) = Po f --- cf:; = Po 

0 0 =+ p 

A' 

A 

r 
c1 . I 
.!! ~ I 
Q,; ·-

f'. li~ , / 
"'a\. 

~'!& / 
~!/ / 
c!ll 

- :{. 

A 

j
.n· 

• 0 

F ig. 2 . ~ Etude des seclions lransvcrsales transformées. 

b.cl::. 
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Donc , si l'on adople ù lilrc fina l dans cc problème, comm e l1ose rie 
/rans/o rma /ion, l'axe qui passe par le cent re c· commun Ù loult'S les 

surfaces lransformées. on oblienl 

p = Po el 

Dans ces condilions 

fn· __ a~_2 __ 
• ( • 1 + ='/r ' 

n· b.dz 
n· = f 

0 1 + -:.'/p' 

D 'ai lleurs, il est évidcnl que, puisque 

donc : 

b' Po 

b 1 + -:.'/p' 

dn 
c1n· - - - - - 

• +='/r ' 

Donc. lorsque la biJse de Lransf orrna lion passe en c· 
Po= P 

J
.n· _ _ =_·.c1_n _ _ 

o 1 + z'/p' 

n' z'2.rJn s:' --+-z.-/ -p'-

n· 
= f z'.dn ' = o 

0 

j
.n· 

= z'2.dn ' - [' 
0 

moment d'inertie de la seclion transformée par ru pport à l'axe A 'A' 

pass~n t par G'. 
Si l'on in troduit ces résultats dans les expressions ( 1) el (2 ). 

celles-ci deviennent : 

donc 

M' = E.k. l' 

]\Il' 

k=
E.I' 



792 AXXA LES DES MINES UE CELGIQUE 

el la tension <Tx répond à la formule très simp le : 

N M'.z' 
<Tx = - --- [ - +--) 

1 + z'/,,· n )' 
(6) 

C elle formule est donc une généra li sation de la formule des pièces 
droites fléchies. 

. . 
u . ... 
~, 

>.; · 

- · - ··- + ·;- - ·· ,c 
fig. 3. - C alcul de l'. 

Ex pression simple de l' (fig. 3). 

O n peul donner de l' une expression pa rliculiè rement simple 

O n a z' = z+g· , en appelan t g' la distance GG' : 

dn p 
dn: - - - - - = -- dn 

J + z'/p' p'+z' 

mais p'+.z' = p+ .z : . 
dl' - (z+g')2 _!_ rln 

p+z 

)' p' Jn' (z+g') (z+ p- p' )cln 

o p+ z 

j
.n· p' 

- p' (z+g') ( 1 - --) dn 
o p+z 

1--------------------

' f 

SOTES :.> !VERSES 

(' p' \ 

( 

j
.n· . sn.· z.dn 

=.dn-p - -
o 0 p+= 

n· n· dn 
+ g'f dn - g'.p'f --

o 0 p+= 

{ n· 
l' = { - p' f 0 z.dn' + g'.n -g'.n =-p 

mais z = z'-g'; donc : 

.n· 
l' - p'j z'.c/O,' + g' .p'.O' = g .p. 

0 

i J' = (p-p' ) p'.n j 

793 

n· J z.dn ' 
0 

C ette expression fac ili tera souvent l'applica tion d e la formule ( 6) . 

• 
Expression de la déformai ion angulaire (fig. 4) 

\ 

fi g. 4 . ...-- l::tudc de lu déformation angulaire. 

or : 
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1 +s·o M' 
k - --- - - et k -

p p E.I' 

donc: 

cl"' M' 
(8) 

ds' E.l' 

Celle rclulion est lrès imporlunlc pour les applica tions. 

Loi de variation de a, dans une sec/ ion délcrminéc ( fig. 5) . 

La loi répond à la formule 

N I'vl'.z' 
[-+-- ] 

1 + .Z / p' n l' 
(6 ) 

En fonclion de z', cette loi est donc u ne hyperbole. équilatère non 

mpporlée à ses a symlotes : 

<Tx = cc pour 
z 

1 + - =0 
' p 

• 

ou z = - p 

Donc une des asymptotes est la d roite passant par le centre de 
courbure C (as. 1); il en résu lte qu ' il y a grand danger à créer un 
rayon de courbure intrados trop peti t. 

Comme : 

;; 

:: + OO 

r '(N/ n - ux) 

a, - M '.p'/I' 

pou r CTx -

La seconde asymp~te (as. 11 ) est donc la droite parallèle à l'axe 
de repère CC' située à la distance M '. p'/I' de cet a xe. du côté posi
uf ou négati f suivant que M ' est positi f ou n égati f. 
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Cette asymptote est confondue avec CG' si le moment M ' est 
nul. 

N 
D'autre part, pour z'= o : Ux = --

n 

Elle a donc le signe de N; donc. à l'aplomb du centre G' des 
sections transformées, la tension a x est Io tension moyenne N/n. 

Ceci confirme assurément que la méthode de calcul adoptée est 
Ia méthode la plus na turelle. 

Quant à l'axe neutre. il correspond à a x = o. donc ù : 

N 
z - - --

M' c 

i étant le rayon d'inertie central de la section transform ée avec base 
de transformation passant par G'; c' étant l'excentricité de la charge N 
par rapport à G'. 

Le diagramme de ax est donc l'hyperbole HH. 

Si c' = p', c'est-à-dire si . la charge N passe il l'aplomb du centre 
de courbure C, la tension à l'aplomb du centre de gravité C de la 
section non transformée est nulle; donc l'axe neutre passe par le 
centre de gravité G. 

En effet, M' = N.p', donc pour z' = - (p- p') 

N M' (p-p' ) 
---- [ -- - -----

! + z'/p' n (p-p') p'n 
=o 

Remarque relaliue aux signes · 

Pour les applications, on ne perdra pas de \'Ue que : 

les z ' sont comptés positifs ou négatifs suivant qu'ils sont du côté 
convexité ou concavi té par rapport au centre c·; 

N est positif ou négatif suivant qu'il s'agit d 'une traction ou d'une 
compression; 

M' est positif ou négati f suivant que ce couple tend à fermer ou 
à ouvrir la pièce courbe. c'est-à-dire à augmenter ou à diminuer Ia 
courbur~ 

•------------
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r llc"!!a lif suivant que la tension est une traction a x esl posili ou -
ou une compression. 

D onc pour un crochet de levage, pour le point intrados de la 

section contrôlée : 

z < 0, N >o. !'-f < 0 

6 . .....- PIECES A FORTE COURBURE NON FLECHIES OU 
SOLLICITEES PAR TRACTION OU COMPRESSION 
SIMPLE. 

On dit que ]a pièce est dans cc cas lorsqu 'elle ne subit pas de 

déformation angulaire. 

Or : . M' 

ds' E.I' 

C ela se présente donc lorsque M' = o. 

C e cas se présente donc lorsque la force N passe par le centre 

J e gravi té G' des sections transformées. 

Dans ce cas : 

N 
Ux -

+z'/p' n 

1 d 1 Une hyperbole équilutère H'H' rapportée à La oi e ax esl a ors 
ses asymptotes (fig. 5) . 

7 
_ _,, EXPRESSIONS PARTICULIERES DE I' et p'. 

Cas de la section circulaire (fig. 6) . 

O n a : . 
p -
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aar : 
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dn n· n et dn: = 

z = o . sin a . dz = a . cos a . da, b = 20 . cos a 

fn_dn - +o bd + 
f __ · _z~ = ; 

02 
j' 7r / 2 cos

2 a.da 
o p+ z - - a + / P z - rr 2 p+o. sin a 

p 1 1 02-p2 
( - - - sin a + - --- - - ) cla 

0 2 0 a2 p+ a. sin a 

2(02- p2) 
- 2r.p + 0 + - ----

a 

2(02-pZ) "Tra 

f +r./ 2 __ d_a _ _ 

' ---rr/2 p/ a +sin a 

= '2.7r p + --- -- ----- '2.7r (r - V r2-a2) 
a 

donc : 

p = --- --- -

1 

p2-(p2-a2) 

2 ( p-y p2_ 0i) 

P = - ( r + V p2-o2 ) 

2 

1 

- ~1Î'1 i .l;t (' 
~ I ~ 
~ I ~ 

- ·-cf·-
F ig. G. - Secti~m ci rculaire. 

,. 

(8) 

.. 

·~----------------------~ 

SOT ES Dl VEHSE S 
79!) 

D 'a utre part 

7r.o4 

r - (p-p') p'.n = - = l 
4 1 

1--------------:-' 

Le cas de la section circula ire est par conséquent particulièrement 

simple. 

Cas cle la section ellipt ique (fig. 7). 

hi 

I' ~L . 1·1 +a· 
~i .. (' . 
)' c f ' 
~r~ 
~il!. 
~ · " 

- .. -"..J.].._ .. . 
C' 1 

fig. 7 . - Section elliptique. 

O n considère la section elliptique obtenue par réduction d es lar· 

geurs de la section circula ire. 

On trouve a insi a isément que 

tandis que 

p - (p + y pL-o2f 
'2. 

71'.03.b 
r == l ==-

4 

(8') 

( () . ) 
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Cos de la sec/ion rectangulaire (fig. 8) 

p =-----

h 
p'=-------

p+hh. 
loge(--

p-h/ 2 

r i b i 

jG1 -~ · .3' 

' 11 

fig. 8 . ..- Serlion rectangulaire. 

On peut utiliser la Formule Lelle qu'elle, ou bien développer le 
,lénominaleur en série, en s'arrêlanl aux premiers lennes; on a a1ors : 

p' = p ----- -----
1 h 1 li. 

(8" ) 

1+-(-)2+-(-)4 
12. p 80 p 

·:.. 

NOTES DIVERSES 

et l' = (p-p')p' .n de\"ient : 

b.h3 1 !1 1 h 
[' = - [ 1 -- (-)2-- (- )4] 

12 60 p 420 p 

Cos de Io sec/ion trapèze (fig. 9) · 

On trouve que 

p 

avec : 

Fig. 9 . - Scclion lrapèzc. 

2b, +bi 

p, = P2 - !1. 3 ( b i + b2) 

801 

( 9") 

( 1 0) 
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/ 

B. - APPIJCATION D; LA METHODE BASEE SUR LA 
RESISTANCE DES MATERIAUX, A L'ETUDE D'UN MAILLON 

DE CHAINE ELIJPTIQUE OU CIRCULAIRE, SOLIJCITE PAR 
DEUX FORCES EGALES ET DIAMETRALEMENT OPPOSEES 

s. - a) EQUATIONS DE DEPART DANS LE CAS GENE
RAL. 

La so!licila lion élant symélrique par rapport aux axes de symétrie 

de l"anneau, il suffit d'étudier le quart de celu i-ci. 

Comme le maillon est une pièce à forte courbure relative, tous les 

misonnemenls se f onl sur ln fibre moyenne passant par le cenlre de 

gravilé G' des sections transformées el non pas sur la fibre moyenne 

passant par le èen lre de gravi té G des sections primili vcs. Par suile. 

loulcs les cotes sonl à prcn-dre comme coles accenluées ( fig. 1 o). 

F 
A' 

Fig. 10. - Forme générale du mai llon . 

~ous dégageons le quart A'B' de l'anneau (fig. 1 1 et 12) . 

NOTES DI V ERSE S 

l 
,.x 

r 

Dan$ celfc ('9ure on 'li o1Hn''uc' dur 
èle""'cn l ..J N A, 7;,.' , .l'fA , K4' , 11f, hLJ 
le- ' '!J" C p0Jl l-1J: .un 'vf1'n l l~s ron"'"'l'Ol'I~ 
posée, . .l d ,..~°.:Joluli'on dv P'ot.14'"mc 

Jod /es t'On/'r~er ou l e .s 1npr,,,~r. 

Fig. 1 1. 

;y " 0 --N,,·'i{-: i 1 . -

Jdudllon r~elle Ju 
9u.1rr Je l •dnnc.-u . 

Fig. 12 . 

11 est évident que, par raison de symétrie 

F 
T'B = o el T'.\ - --

2 

803 

( 12)· 

d 'é ·J·b de lranslalion et de rota tion du quart Les équations qui 1 re 
de l'anneau donn enl donc : 

a) Trans lation dans la direclion OB' 

N'A = 0 
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b) Translation dans la direction OA' 

F 
N'B = --

2. 

c) Rotation autour du point A' : 

De ces deux équations. nous li rons la va leur de l'-1' B 

F 
l'B = fv[ ',\ - N'B . Y

0

max . = M 'A - -- )'
0

max. ( 16) 

Puisque. en la section B'. il n'y a pas d'effo rt tranchant. mais 

seulement un effort longitudinal cl un moment fléch issant, nous 

pouvons considérer celte section B' comme sollicitée uniquement . 

ainsi que le montre la figure 14. par un effo rt longi tudinal : 

F 
N'B = -

'2 

excentré cl ' une q uanti lé c ' te lle que : 

c - - -

N ous pou,·ons dès lors considérer'. à cause de la double symétrie. 

qu ' il n 'y a qu ' un e seu le inconnue hyperslaliquc da ns le problème, 
le momenl t'-f :\. 

Pour calcule r la variable hyperslalique M' :\ . nous d isposons de 

l'équation de déformalion qui exprime que, par raison d e symétrie. 

les d eux sections. en A ' cl en B'. ne tournent pus l'une pm rapport 
à l'uulre . 

' " ' . 

.'.lôOTES !.>! VERSES 

Il 1 d 'apre' s la formu le de Bresse vient a ors. 

.A' M' 
j -ds' = o 

B' E.I' 

La figure 13 montre qu'au point courant s· : 

F 
M' - ['vL\ - -- . y' 

2 

Donc. la formule de Bresse donne : 

A ' F 
( [v[ 'A - :- . y' 

J ------ ds' === o 
• B' E.1' 

ou encore 

F S
A' y'.ds' 

B' !' 

ds' 

!' 
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( 18) 

( 2 ll) 

_. b) CAS PARTICULIER DE L'ANNEAU CIRCULAIRE A 
9

· SECTION TRANSVERSALE CIRCULAIRE CONS
TANTE (ANNEAU ROND. SECTION RONDE) . 

t o) Etucle des rnomenls fléchissants. 

D ans ce cas ( fig. 13) : 

ds' = p'.da y = p'. cos (l 
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l 
t"' 

.· '1; .. 
-2 9_ 

n Na•=Î 1 

.51 lvd Ito n re~t!l/Q dv 9v~rl 
d e l 'dnn eov rond. 

fig. 13. 

L'équation ( 21} devient 

F 
p 

2 

f
r./2 

cos a. da. 
0 

f
r./2 

da: 
0 

Eff ecluant les in tégrations. nous obtenons 

F 2 
M 'A = -- . p'. - = 0,3 18 . F. p' 

2 71' 

donc 

F F 2 
M. M' . . ( B = A - - . p = - - . p 1 - - ) = - 0 , 182 . F. p' 

2 2 7r 

( 23 ) 

C es relations montrent que, dans le cas d 'un anneau sollicité d 
bl M

. ans 
son ensem e par traction, A est essentiellemen t positif et M' · 
essentiellement négati f. B 

En valeur absolue, le plus grand des deux moments e t l 
M ' d · d l' I· . s e moment 

A. aux en ro1ts e app 1cabon des forces extérieures F. 

\ 

~ 

~ 
. l . ' 
l 

NOTES DIVERSES S07 

Dans le maillon rond de section ronde. le rayon p au centre de 
Qravité G' de la section transf onnée est liée au rayon au centre de 
gravité de la section primitive par la formule : 

1+v1-(0/ p) 2 

p = p --------
2 

voir équat. ( 8} 

0 désignant le rayon de la section transversale du tore. 
C omme nous l'avons dit précéd emment, le couple M 'B peut être 

considéré comme produit par l'excentrement c' de la force 

F 

2 

2 

c - p' (1 - -) 

Le signe moins indique que la ligne d 'action en B' est vers 

l'intrados. 

D1a5rd mmc. c/#3 momt:.nh 
fié cltùsdn~s. 

fig. 14 . 

L d 
· anneau peut donc être considéré sollicité comme le repré-e em1- • 

l f. re 14 dans laquelle le diagramme hachuré n est autre 
sente a 1gu · f . h· 

l d
. an1me des moments lec issants. 

que e iagr 
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Il aux diverses 20) Diagramme des tensions normales circonférentie es 
sections transversales de l'anneau. 

La formule de la résistance des matériaux des pièces à forte cour
bure relatives sollicitées par flexion plane composée est 

Ici 

donc 

CT OU CT = - ---- N M'.z' 
[ - +-- ] X a 

1 + z'/p' n \' 

F 2 

M' = - - . r' (- - cos a) 
2 7r 

F 

F 
N = - . cos a 

2 

2 7r 

CT - - - - - -----:-- [ + p + - 'os a (n'-p' ) J 
a 2 n t +z'/p' 7T.n 2 

en posant 

l' 
n -

n .z' 

Pour une fibre déterminée de l'anneau. c'est-à-d ire un z' détér
ininé . le facteur devant le crochet est une conslante. Il suffit donc 
d 'étudier la variation de l'expression contenue dans le crochet. 
a) Pour les fibres intrados (fig. 15 ). 

Celte équation monlre que le d iagramme du u pou r z = cons
a 

ta nle peut êlre obtenu d'une manière particulièrement simple. 

Porlons sur le diamèlre de l'anneau et à partir du centre une 
longueur égale à : 

OB" - (n '- p' ) 
2 

r_ 

0 

:-:OTES DI VERSES 809 

pu isque z ' <o. n ' < 0 • 

l ·on CT en la seclion ens1 . 

donc à forliori n '- p' <o. Pour trouver la 
S'. projelons la longueur OB" sur le rayon 

d S. N:us obtenons la e . longueur 

OS" (n '-p' ) cos a 
2 

l"our /4U f'"&r~3 d /•,;,f,.,o'o:I _, J1'd9rdmn'1~ 

d e a; ; d Ù13/ 1 ue pow- 1'1.s fi'6,..s e.-/'r4 c/os,, 
.,,. n ' -<. f '. 

,....., Diagramme polaire des tensions ua in trados. fig. 15. 

La longueur 

S'S" 
7r 

p + - cos a (n'-p' ) 
2 

Eli représente donc la tension cherch ée. . 

e f . d OB" lue par rapporl à la circonference 
La circon erence e rayon . · . d 1 diagramme 

G • d sections de 1 anneau . consti tue one e d u centre es , " 
1 . d la tension u a 1 in trados. po arre e a 

P 1 fibres côtés extrados ( fig. 16) · 
b) our es , . . . 

. > Il y a ura donc lrois cas a cons1derer . 
lei, z' > o, n o. 

. . . den le 5 ·applique intégralement: . < •. la conslruct1on prece , 

a ) n p d ·- p' > 0 la circonference de , . ·sque ans ce cas n • , . l d ; /3 ) n > p , pu1 d l ' itre côté de l axe vertica e sym c-B" t à porter e a t L . . 
diamètre 0 es t· n est celle indiquée par la figuS-st·?· a tension ua 
Lrie et la consS1;1cs~~a rcprésenléc par la longueur ; 
en la section 
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Povr- l e .l (1 iu e3 ci /·e. x/l"pd~ . 
.D1•3r .. u'!''"C d e CiW .l; n';. ~' . 

fig. 16. - Diagramme pola ire des tensions " extrados. 
a 

y) n p', la tension est constante en toute section 

F 
"a· - - -- - - - - - - -. p 

2 n 1 +z'/p' 71'.n 

c) Pour la fibre moyenne (fig. 17). 

B'J------l 0 

~'t" ~ ,. 
2 ~ ra i 

1 
P our /~ ï1'6r~ moyen11e . 
D1•9rdmme dt! o;; . 

8 ' 

Fig. 17. - Diagramme des tensions " pour la fibre moyenn@. 
a 

z - o. n' = CO 

e~ la _for'.11ule ( 26) n 'est plus valable, car on a mis 1/ n' en évidence 
c est-a-dire divisé par zéro. En remontant avant ce stade. il vient : ' 

( (f ) 

a 

F 
= - -- cos a 

fibre moyenne 2 n 

NOTES DIVERSES 811 

Le diagramme de variation de la tension normale le long de la 
fibre moyenne. est donc donné simplement par la circonférence de 

1 F 
diamètre - . -- lue par rapport à l'axe vertical. 

2 n 

3°) Elude des déformations. 

Les seules déformations que l'on utilise ici sont en général les 
Yariations de longueur des diamètres A'A' et B'B' de l'anneau. 

Nous nous bornons à calculer ces deux varia tions; nous appelons /A 
la variatim du diamètre A 'A' et /B la variation du diamètre B'B'. 
Pour calculer ces variations, que nous appelons les flèch es diamé
trales. nous appliquons le théorème de Castigliano ( [8 ]. ch apitre V I). 

Calcul de /A. variation clu diamètre suivant lequel sont appliquées 
les charges F. 

D'après le théorème de Castigliano, ce déplacement est la dérivée 
du travail élastique de déformation. par rapport à la charge F : 

f A 
ô 'Z9 

ôF 

Je point d 'application de l'une des charges F étant considéré comme 
ftxe, celui de l'autre charge F subissant alors le déplacement /A. 

Or. le travai l élastique total de l'anneau a pour expression ( [5 ]. 
no 162, page 'J.7 1, et n° 163, page 273) : 

4 ~ J·1l'h l o M'Z.ds' + -
l' "h E f7l'/2. J ( f N2.cls' + ~. - . T2.ds') 

• o G o 
+ n· 
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4 
fA - -

E.l' 
{j·r.h ôM' 
{ M'. - . ds' + 

o ôF 

I' 
5

.r.h. oN E / 
+ -. ( N. _ . ds' + ~. _ f7T 2 ôT . } 

n 0 aF G · T. . ds ) 
o aF 

Mais: 

ds' = p'. da 

1 2 

Jvl' = - F. r' ( - - cos a) 

donc: 

F 
N = -- cos a 

2 

oM' 

2 7T 

F 
T = -- sin a 

2 

1 2 ap = - p' (- - cos a) 
2 r. 

oN 
-- = - cos a 

oF 2 

oT 1 

- - = - sin a 
aF 2 

De loul cela. il résulte que 

f
r./ 2 ') 

(- - cos a)2 da 

. 4 F 
}A = --. . - . p '3 

E.l 4 

0 ïï 

l' 
+-

n· r'2 

E 
+~.G . 

{ r. /2. { f 
0 

cos2 a. cf a 

j ·r.h. 
sin2 a. da 

0 

NOTES UIVERSE S 

Nous en déduisons successivement : 

F 
fA = - - · p'3 

E.l' 

2 7T 1 a · 7r/ 2 

(-) 2 X - + (- sin 2a + -) 
7T 2 4 2 0 

4 7Th. 
- - (-sin a) 

0 

[' · 1 { 1 a r./ 2 
+ -- . -- (- sin 2a + -) 

n· r'2 
4 2 o 

E 1 a 7r/2 ~ + ~- -- (- -sin w + -) 
G 4 2 o 

813 

F 7T 2 !' E " 
J = - . p '3 [ (- - -) + -- ( 1 + ~. -) - ] 
·' E.l' 4 7r n· .p'2 G 4 

F 7T • E F 
/·\ = 0.149. - . r'3 + - (1 + e. - ) - - . r' 
. E.I' 4 G E~ ___ .....,. __ _ 

terme dû aux M' tefmes dus aux N et T 

Le. premier Lerme de l'expression (28 ) correspond aux effets des 
moments f!échissants sur la déformation , il est de loin prépondérant 
par rapport au deuxième terme; aussi la plupart des auteurs se 
bornent-ils à donner ce premier terme. Voir notamment les auteurs 
suivants qui établissent celte expression par d'autres voies 

[ 
1

] H ans LORENZ : § 28, pages 289 et 290. 

[ 
2

] Arthur MORLEY : § 135. pages 393 et 384. 

[s ] S. T!MOSHENKO and J. M. LESSELS : § 
et 234. 

58. pages 233 
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C alcul de f B. uariotion du diamètre lransuersal aux charges. 

C omme il n'y . a pas de force extéri eure appliquée a ux points B' 
dont on cherche le déplacement rela tif fn . pour pouvoir utili ser le 
théorème de Castig]iano. nous plaçons en ces endroits une force 
auxiliaire H. nous calculons la dérivée a'(;)/aH. le déplacement fB 
cherché sera la valeur de cette dérivée pour H = o ( [ 7]. n° 166, 
page 277 }. 

Si l'on appelle M'H. NR. Tn les moments, efforts normaux. efforts 
tranchants dus ù celte force auxiliaire H. le travail élastique produit 
par les deux forces F et les deux forces H est : 

\

s :/2 (M '+!vl'u)2. ds' 

4 . (' fr./2 '(;) = - - { + - . (N+ Nn)2. ds' 
dei aux F et aux H 2E.I' ~ n· ' o 

1 E l' frr/2 
+ e. -. -. -. (T+ Tn)2. ds' 

G n· · o 

. oN.u 
(N+Nu). -. ds' 

oH 

1 

E !' frr/'2. oTH 
+ e. - . - . (î + Trr). - . ds' 

G rr o aH 

Or, pour H = o 

M'g - Nrr - Tn - o 

J 

,, 
1 

NOTJ::S DIVE RSES 

Donc : 

Il frr/2 M'. oM'n . ds ' 

0 aH 

_ 4_ \ + _r_. Jrr/2 N. oNn . ds' 

fB - E.l' ) n· o ôl-I 

1 

E I' f rr/2. ÔÎH d , + e -. -. T.--. s · c n· o aH 

M nis : 

1 2 1 2 

M' = _ F.p' (- - cos a} l'n = _ I-1.p' (- - sin a) 
7r 

F 
N = __ cos a 

2 

F 
T=- sina 

2 

aM'n 

oH 

2 7r 

H 
MH = - -sin a 

2 

H 
Tu = - -- cos a 

2 

2 
_ p' (- - sin a) 
2 7r 

ôNrr 1 

- = - sina 
aH 2 

aTn • 
= - - cos a 

aH 2 



-- ----~ 

816 ANNALES DES 
MINES DE I:ELGIQUE 

En introduisant ces val d 
eurs ans ( 29) 

1 fr.h. 2 ~ 
' o ( :- - cos a) ( .:._ - sin a) da 

71' 

4 F 
fB = - '3 

E.I' . ---:;-- P 
l' +- i E 
o: . ----:;-- ( 1 - Ç. - ) X 

P G 

X f r./2 
sin a . cos a. da 

0 

2 7i 

(-)2. - + 2 r./ 2 / 
r. - · (cos a) 2 

71' 
2 F 

fB = - . p'3 
E.I' 

2 r. - - (sin a) 
0 7i 

1 1 l' 
+ -+ - ' E 

2 2 --;-- . -:;- ( 1 - Ç. --) 
P G 

F 
fB = - '3 [ 

1 
2 

E.I' . P ( - - - ) + ~ l' E 

0 

2 7r --( 
2. U' '2 1 - Ç. -) ] 

·P G 

fB = -o 1-66 
'-'·· - '3 1 

----- E.l' . P + - ( 1 - E F 
2 ~·-) --.p 

~ G E.n· 
aux fvI 

(1) Même reniar 
que que 

pour l'é 

tennes d -------us aux N et T 

quation (2S) . 

• 

., . 
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C. - ETUDE DE L'ANNEAU CffiCULAIRE DE SECTION 
TRANSVERSALE RECTANGULAIRE 

PAR LA ~ORIE DE L'ELASTICITE 

1 o . ....... INTRODUC TION . 

Nous ne développons pas Lous les calcu ls de la méthode et nous 

indiquoris seulement !'allure générale. 

Nous insistons surtout sur le résultat pratique à tirer de celte 
élude de l'anneau par la théorie de l'élasticité. Le résultat le plus 
important. au poinl de vue technique, consiste dans les formules 
exactes · des tensions normales circonfé rentielles agissant à l' intrados 
et à l'extrados de l'anneau, sauf aux points mêmes d 'application des 
charges. Ces études sont conduites en considérant que l'anneau est 
dans un état plan de tension. 

Les raisonnements sont étab lis en considérant un anneau ayant 
r unité de longueur comme épaisseur dans la direction normale au 

plan moyen de l'anneau. 

La théorie de l'élasticité ne fait aucune des h ypothèses qui se 
trouvent à la base de la théorie ordinaire exposée précédemment. Elle 
prend la pièce telle qu 'elle est. C'est-à-dire : 

a) elle ne suppose pas que la pièce peut Nre considérée comme 

pièce longue; 
b) elle ne néglige pas les déformations radiales; 

c) elle ne fait aucune hypothèse au sujet de ce que deviennent 
les sections transversales et planes. 

Ouvrages à consulter. 

Pour cette étude par la théorie de l' élosticité, voir parmi les ouvm

ges cités à la bibliographie : 

[ 1 ] H ans LORENZ : 
chap. V lll : Der ebene Spannungszustand; 
§ 55 : Üngleichfi:irmige Bclastung. 

[ 
4

] Louis N . G. FILON : touté la brochure. 
[ 8) Louis BAES : § 137 : Expression générale de la fonction 

d 'Airy en coordonnées polaires. 
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(9] F. G. COKER and L.N. G. FILON : 
§ 4.31 Equilibrium · of a continous circular ring under 

given edge stresses; 
§ 4.32 Force and couple resultant at a cross section of 

a circular ring: 
§ 4·33 Experimental verif ication of stresses in a circular 

ring : comparaison with a solution for two 
ha If-rings. 

[ 13 ] S. TlMOSHENKO : 
§ 35 Solution générale des problèmes ù. deux dimensions 

en coordonnées polai res: 
§ 36 Application de la solution générale en coordonnées 

polaires. 

Maurice BRICAS : chap. XVlll : Anneaux concentriques: 
disques infinis percés d 'un trou circulaire. 

1 1. - GENERALITES. 

Le problème est logiquement traité en coordonnées polaires. 
Le point de départ de MM. Filon et Coker est ' l' expression générale 
trigonométrique de la fonction d'Airy relative à l'anneau circulaire. 
valable quel que soit l'é tat de sollicita tion. Cette méthode est une 
méthode directe. M . Bricas n'utilise pas la fonction d'Airy, mais 
procède par une méthode inverse qui consiste à se donner des solu, 
lions et à constater les sollici tations qui y correspon dent. 

Ayanl la fonclion d'Airy ét les tensions s'en déduisent directe
ment par les relations : 

- - + 
r a r 

a = 
a a ,2 

a 
7 =---

aet. 
(--) 

ra a r Ôa 

(fig. 18) 

'\ 

!'iO l'ES UIVEltS~:5 

fig. 18. - Equilibre d'un élémcnl en coordonnées polaires. 

La sollicitation extérieure. le long du conlour, est définie par 1me 

fonction développée en série de Fourier. 
L'expression générale de la fonclion d'Airy contient des constantes 

qui seront déterminées par les conditions au contour relatives à l'état 
particulier de sollicitation considé~é. ~es conditions sont tout à fait 
simples dans le cas étudié, pu isqu il n y a que deux forces radiales F. 
Celle détermination se fait en identifiant les termes de même ordre. 
pris. d'une part, dans les cxp~cssions des tensions au contour déduites 
de la fonct ion d'Airy et. d au lre part, dans les expressions de la 
so ll icilation extérieure le long de cc contour, développée en série de 

r ourier. 
A ces relalions d'identi té viennent évidemment se joindre les trois 

équations d'équilibre statique de l'anneau. 

Remarque. - Quand on eff eclue le calcul des coefficients. on 
constale que seu ls ceux du premier ordre dépendent du rapport des 

constantes élastiques. 
Ce fait conduit au résultat imporlant suivant : la solution est 

indépendante des constantes élasliques pour autant que la résultante 
des forces extérieures agissant sur un des contours soit nuTie, car 
alors les termes du premier ordre lombent. ( ~ résultante est égale-

t lie S
ur ]' aulre contour en vertu de 1 équilibre statique de 

men nu , 

'

' ) Or le problème de 1 anneau que nous étudions est pré-
anneau. · 

cisément dans ce cas. 
Ce fait est très uti le pour les éludes de photo-élasticité, car les 

, J bt nus dans ces conditions au banc photo-élastique sur 
resu tals o e 1 bl J 
l 

. . t ansparentes restent app ica es ù loutes es autres ma-
cs mal1eres r l· . d l"I .. . . , 

. t dans les 1m1tes e e ast1c1te. 
Lières 1so ropes. 
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12. -- CAS DE L'ANNEAU CIRCULAIRE. SOLLICITE PAR 
DEUX FORCES DIAMETRALEMENT OPPOSEES 
LE SOUMETTA1 T DANS SON ENSEMBLE A 
TRACTION. 

1 °) Calcul des tensions, formules générales. 

L'étude de M. Filon [4] n 'explicite les coeffi cients qes formules 
donnant les tensions que dans le cas faisant l'objet de la présente 
note. où l'anneau est sollicité par deux charges diamétrolemcnt oppo
sées appliquées à l'intrados. 

Voici les expressions des tensions en tout point de l'anneau 
(fig. 18) : 

si 

Ao OO 

Ur= - + 2Co + ~ [-n(n-1)rll-2An-(n + 1) (n-2)r'1B
11 r2 2 

Ao 
u =---

a r2 

T 
ra 

cos na 

OO 

+ 2Co + ~ [n(n- 1)rl1-
2An+ (n+1) (n+2 )r11B. 

2 

OO 

~ [n(n-1)r-n-2An+n(n+ 1)r11B
11
-n(n+1 )r-11-2C

11 2 

Ao =- F r1 
Co =---- F 

27r(r0 2...._r12 ) 

el pour n S: 2. et ayant des valeurs paires seulement. 

' 

Avec: : 

NOTES Dl VERSES 

n( i - À2) +,\ 2( i -À2n) 

2(n-1) Qn 

n - J - n ' " u 11 - - n.rc .I\ • 

n( 1- À2 ) + ( 1- À2") 

2(11 + 1) On 

n( 1_,\2),\2n+À2( i-À2") 

2(n+ 1) Qn 

2F 
/n = (-1 ) (n/2)-1 --

7r r1 

/... = 

2(n-1) Qn 

821 

1 é J non seulem.ent le long Le problème est ainsi comp ètemen t r so. u 
des contours extérieurs. mais aussi en. plem anneau. t 

1 1 . t ·ter numériquemen un Toutefois les ca cu s nécessaires pour rat d d d 
· ff · · t épen ent e d •t ·ne' sont fort longs car certains coe ic1en s cas e erm1 · 

. . très lentement convergentes. sen es 

RELATIONS DIRECTEMENT UTILES AU POINT DE 
1
3· ,_, VUE TECHNIQUE. 

. ar la résistance des matériaux a fa it appa-
L" d de 1 anneau P ] d l" t d etu e l" AA BB sont les seu es ont e u e 

raître que les deudx sec ionés "té . Ce fait reste valable pour la mé-
·nt e vue s cun · 

·mporte au po1 d ]' ] .· ·t. 1 
] théorie e é ostrc1 e. thode basée sur a 
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Dans chacune de ces sections. il importe avant tout de connaitre 
la valeur des tensions normales ( tensions a ppelées ici tensions nor
males circonférentielles) aux bords intrados et extrados. 

Les form ules sont, pour ces endroits-là très sensiblement simpli
fiées; elles prennent la forme suivante · • 

T ensions normales circonférenlielles aux limites extrados el intrados 
de la section AA" : 

( uA) 
extrados 

( uA) 
intrados 

F . ·-~ 1 

2 OO 2. ( 1- ,\2n)2 \ 
_:....__. ~ (- - - ----- 1) • 

7r nc2 ( t -À2n)L-n2.>..2n-2( 1-.\2)2 

(3.1) 

Tensions normales circonf érentielles aux limites extrados el intrados 
de la section BB" : 

2 ,\ 2 

F 7r 
) 
1 

( uB ) 
exlmdos r1 .e 4 oo 

- - . ~ (-t) (n /2)- 1 
- 7r n=2 

n.( 1_ >..2).( 1_ >..2n ).>..n \ 

( 1_>..2n)2- n2.>..2n-2 ( 1_,\2)2 

(35) 
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l +,\2 

F 
( uB) 

in tmdos r1 .e 2 oo 2 .( 1->..2n)2 
,+ -. ~ {-i) (n/2)-1 {----------
\ 7r n=2 { t -À2n)2-n2.À2n-2( 1. ,\2)2 

Dans ces formules. ,\ = ri / ro. el n prend toutes les va leurs pa ires 

seulement. 
Ces expressions comportent encore des séries. mais ces séries sont 

assez rapidement convergenles pour les cas de gros anneaux 
(.\ = r1/ re ;2 0 ,60. ou p/ '1 ~ 2 ). O r, ce son t justement ces cas-là 
où elles sont utiles. car pour les anneaux minces, la théorie de la 
résistance des ma tériaux suffit amplement pour les problèmes cou
rants; quoique si l'on veu t connaître les choses avec exactitude pour 
un anneau mince, il faille employer ces formules-ci. 

O n peut, pour les gros anneaux. se limiter aux termes pour lesquels 
n = 2 , 4, 6. 8, et parfois 1 o; le calcul est alors assez rapide ( 1 ) . 

Les termes des séries contenues dans les formules (35} et (36) sont 

alternativement positifs et négati fs. 

1
4

. - CALCUL DU MOMENT FLECHISSANT tvlA. 

Il est curieux et utile de consta ler que l'expression du moment 
fléch issant sollicitant l'anneau dans les sections AA est particulière
ment simple. La comparaison de celle expression et de celle donnée 
par la rés istance des matériaux {formule 2 2 ) est évidemmen t un 
é lément in téressant de la confronla lion des d eux méthodes. 

La connaissance du moment t'-11:\ . d 'ailleurs égal à M'A puisque 
N.\ = o. fixe du même coup la connaissance des M. N, T dans 
tout l'anneau. Puisque la résultante NA = o pour la section AA. le 
moment résultan t autour du centre de l'anneau de toutes les tensions 
normales sollicitant celte section csl égal au moment Fléchissant. 

(l ) En procédant niusi, nous nvons ret rouvé très sensiblement les 
valeurs indiquées pnr MM. Cokc1· et Fi lcrn 1'1 la page 385 de leur ouvrn -

g:> [9], pour le cas oit : 

,\ - - 0 ,50 . 

rc 

.. 
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O n obtient donc en parlant de la première formule (31) 

M.\ 
F.r1 · 1 loge À 

(---) 
7r 2 1-,\2 

avec 

À-

Cette expression es t aussi, pour Ioule section lranversale de l'an
neau, le moment résultant par rapport au centre de l'anneau, de tou
tes les tensions normales agissant à travers la section , mais n'est 
plus Ie moment fléchissant relati f à cette section. 

Mais celui-ci a pour expression : 

(MG) 
a 

F 
j'v[A - --. p. cos a 

2 

Fig. 19. ~ Diagramme po laire du moment fléchissant. 

de sorte que le diagramme polaire du moment fléchissant est la cir
conférence OC de diamètre F /2. p lue par rapport à Ia circonférence 
moyenne AB de l'anneau ( fig. 19). dont le rayon serai t supposé 
représenter MA. 

En développant le logarithme en série d e 1-À. jusque ( 1-,\2 ) 2 

inclusivement et en désignant par rt1 la moyenne harmonique des 
rayons intrados et exlrados, on a une expression suffisammen t appro
chée : 

F 
MA - - -. /'h 

.. 

. l 
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d Par la résistance des matériaux donne La théorie or ina ire 

F 
MA - l''l'A - p 

7r 

ou 
F 

p. 
1 h 1 h + _ · (- )2 + - (-)4 

12 p 80 p 

1 . (formule s"). 
U ne seclion rectangu aire pour 

1 1 des moments fléchissants solli-c f ' tre que es va eurs ] 
eci a it apparat d ]' u diffèrent en généra peu 

1 . diales e annea d 
citant es sections ra l l ] st mené par la résistance es 

I• . nt que e ca cu e bl 
lune de autre sui va . I l' .1 t' ·t . En effet. le ta eau sui-! théorie c e e as ici e. 1 h . 
matériaux ou par a I ent M \ calculé par a t éone 

d J ·apport entre e morn ' 
van t onne e 

1 
l . b la résistance des matériaux : 

de l élasticité et ce u1 o tenu par 

ri 
MA ( élasticité ) 

pour À - -
MA (résistance des matériaux) re 

0,1 0,5 138 

0,2 0.7255 

0.3 o,8,p 4 

0 ,4 0,9090 

o.s 0 .9495 

o.6 0.9736 

0 ,7 0,9877 
(ces cas englobent tous o,8 0.9954 
les anneaux ordina ires) 0,9990 0 .9 

1,0 1,0000 

( u infi niment mince) annea 
-

1 . aux bords de J anneau, calculees par 
tre es tensions , d l 1 · 

Les rapports en . . t 1 tensions correspon antes ca eu ees par 
1 l' ·1 t·c1te e es 0 d 1 th éorie ce e as ' .' t d même ordre. n voit one que a des matériaux, son u 

la résistance 
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dans les cas habituels. allant même jusqu'à À = ri / re = 0,60, les 
deux méthodes de calcul donnent des résultats peu différents. 

Mais on voit que dès que À = r1/ r. < 0,30. les deux méthodes 
de calcul donnent des résultats différant sensiblement; la résistance 
des matériaux ordinaire donne pour la section AA des moments 
fiéchissants trop grands, et inversement pour la seclion BB des mo
ments fiéchissants trop peti ts. 

Dans les cas de faible Yaleur de À = ri/re, la méthodt; par la 
théorie de l'élasticité s'impose. 

R emarque très importante. 

Il est essentiel de remarquer que la tension circonférentielle maxi
mum de traction se produit à des endroits différents suivant que 
l'anneau est rela ti\·ement mince ou qu 'il est relativement épais. 

Pour un anneau mince tel que À = r1/ re §; o,6ô, elle a .lieu à 
l'extrados de la section AA située à !'aplomb de la charge. 

Pour un anneau épais tel que À = ri / re ~ 0 .60. elle a lieu à 
l' intrados de la section BB, transversale aux charges. 

C'est là un fait qu' il ne faut jamais perdre de vue. 

15 . .- La relation ( 37bis ) permet de calculer quelle est la position 
théorique du poin t d 'inflexion de !'anneau pour les diverses valeurs 
du rapport À. 

Quand À = 1 (anneau infiniment mince), le point d'inflexion, 
donc de moment nul. se trouve à un angle polaire a tel que 
cos a= 0,636 (a= 50°3 1') . 

Ceci est exactement la position obtenue par la théorie de la résis
tance des matériaux pour ce point. 

Quand À = o, ce point d 'inflexion se trouve à l'angle polaire 
a = 7fh., c'est-à-dire à l'aplomb de la charge; nutrement dit, il 
n'existe plus. 

Au fur et à mesure que l'épaisseur d e !'anneau croît. ce point 
d'inflexion se rnpproche de ln cha rge. 

.. 
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16 . .- EXEMPLE O'APPLICA TION DES FORMULES DON
NEES PA R LA THEORIE DE L'ELASTICITE. 

Appliquons les formules (33). (34). (35)_. (.36),_ relatives aux 
tensions normales circonf érentielles, au cas particulier ou : 

À= - -
r0 2 

1 - 2. 4, 6. 8. L'anneau a comme et en nous limitant aux va eurs n 
épaisseur r unité de longueur. 

S · AA espondanl au diam ètre d'action de la ch arge : 
1 ) eclion , corr 

Extrados : 

F 2 1 4 ) ] [ _. _ + - ( 1,1 11 +o.219+0,072+0.023 
7T 3 

( <1 ) 
a o 

F 2 1 4 
- -(-. - + - . -1.425 ) 

r1 7T 3 7T 

F 
(0.212+ 1,815) 

ri 

F 
( <1 ) - + 2.027-

a o ri 
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2) Section BB, correspondant au diamètre perpendiculaire aux 
charges : 

a) In trados 

( (1 ) 

a i 

F 5 l 2 (- - + - - "64 ) . . .J·- , = 
7r 3 7r 

F 
- (o.530+2.078) 

r1 

( (1 ) 

F 
+ 2,608 - -

a i r1 

b) E xtrados 

F 2 l 4 

[ - . - - - ( 1,1 t i-o.219+0.072-0,023 )] 
7r 3 7r 

( (1 ) 

a o 

F 2 l 4 
- (-. ---.0.94 1) 

r1 7T 3 " 

F 
- (0.2 12-1,198) 

r1 

( (1 ) 
F 

- - 0.986 - -
a o 

r1 

• 
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D. - ETUDE DE LA TENSION MAXIMUM 

DANS LA ZONE MEME DE CONTACT DE LA CHARGE 

17 . ~ Les rorn~ u lcs de la résistance des matériaux établies précé
demment (§ 8) n ont pas considéré les effets produits da ns la zone du 
conlacl loul à fai l localisé de la charge cl de l'anneau . D 'autre parl, 
les formu les de la théorie de [' é laslicilé discutées précédemmenl ( §§ 12 

et l 3) supposent que le con la et cs l absolument ponctuel. ce qui 
conduil au contour à une lension radia le infinie a u point de contact. 

La réa lité esl évidemment difréren tc de ces deux manières de 

procéder. 

Les conclusions de ces deux mises en équalion ne sont donc pas 
vala bles dans la r6gion immédiate du conlacl, mais sont \·a lables 
partout ai lleurs. La lcnsion ( u ) AAln trndo• obtenue au § 15 se produ il 

a 

donc près du poinl de contacl cl non au point même. Dans la région 
immédiate du contact. il Faul évidemmenl s' inspirer de la théorie 
de la dureté de Hertz ( [8 ] . r hap. XVII, pp. 697 à 71 6; et [ 13]. 

chap. XL pp. 365 à 376 ) · 

Il s'é tablit enlre les deux anneaux en con lu cl une .surface de 

dimensions finies. La théorie de Herlz pcrmel de calculer les dimen
sions de celte zone de con tacl, en s11 pposant que tout reste dans 

les fimiles de l'élasticité. 

Pour que la théorie de Herlz soil applicable, il faut que ces dimen
sions soient rela livemenl pcliles par rapport au diamètre de la section 
transversale de l'anneau; en eff el. sans cela, il n 'est pas question 
de pouvoir compter sur une étreinte latérale suffisante de la matière 
siluée sous la charge. La théorie de Hertz permet a ussi de calculer 
les tensions qui se produisent dans la zone de contact. dans les 
)imiles de l'élasticité; ces tensions sont beaucoup plus grandes que 
les plus grandes des tensions calculées précédemment. 

i 8 ,...... Nous considérons le cas de deux anneaux identiques se 

loud~ant mutue llement par l'intéri.cur cl donl les plans sont normaux 

I
. ' r· tre (cas des ma illons d une ch aîne ordinaire ). 
un a au . 

L 'app licalion de la théorie de H ertz montre qu'il y a un cercle de 

contact enlre les deux an neaux. 
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Lorsque les deux axes de l'eJl· d 
dent vers l'égalité 1 f 1 idse e contact du cas général ten-

11 d 
. · esd ormu es onnant la valeur de ces axes et 

ce e es tensions ten ent 1 f 1 bl de d . h. .( . 1 vers es ormu es éta ies pour le contact 
eux sp eres c est e cas ici). 

D onc. le rayon b d 1 d . 
anneaux ·d . u cerce e contact qui s établit entre les deux 

f 1 
. i en tiques, dans les limites de l'élastici té est donné par la 

ormue: · 

b =\! 3 F . . 4/G ( 1 - 1/ m) 

· 8 2 ( 1 /a - 1 / ri) 

Pour le cas d'anneaux en acier ou en fer, en prenant m = 10 / 3 : 

b 

A ire du cercle de contact : 

7r b2 - 0,005.1 1 .\/ F
2 

( 1/a - 1/ ri) 2 

On en déduit la tension normale maximum laquelle t f' . 1 t · 1 • vau 1 .5 OIS 
a ens10~ ~orma e moyenne qui serai t obtenue en supposant ue la 
force soll1c1tante se répartisse uniformément sur ce c I d q erc e e contact : 

..3/- t. a; 
293 ,54 V F V(~ - ~)2 

a r1 

~l). Rappelons .que les letLres ont ln significalion suÎ\•ante 
· force extériew·e so llicitant l'anneau . 

. G : module d'élasticité de alisse111 e11 t O'L1 l 
l 

~ rnnsversal; 
/ ni : coeffi cient de Poisson. 

a · rayon d 1 · ' . c a section t ransversa le de l'anneau. 
1·, : rayon de la fi bre int rados de l'anneau. ' 

• 

. f . 
... 
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Remarquons, avec Timoshenko. que si pour m, on adopte fa valeur 
4 au lieu de 10/3 . les demi-axes croissent d'environ 1 % et la pres
sion maximum diminue d 'environ 2 %. 

La tension maximum de cisaillement ne se produit pas au centre 
de la surf ace de contact, mais un peu en dessous, à une profond eur 
donnée par (pour m = 1 oh) : 

et elle a pour valeur 

Tmnx 

ou en explicitant 

'Tnmx - 90,997 

c· est la tension la plus dangereuse pour une matière douce obéis
sant au critère de Guest ou de la plus grande tension tangentielle . 

O n déduit de là. la valeur que l'on peut admettre pour la force 
appliquée, sans dépasser les cond itions ordinaires imposées. 

19
. ,...., Pour une matière douce, telle qu 'un acier laminé ou forgé. 

on peut admettre que la tension normale (au centre de la surface 
de contact) ne peut dépasser 1,20. R 'c. R'e étant la limi te d 'élas
ticité du métal considéré ( [ 14). p. 4 1 ) • U ne valeur aussi grande 
peut être tolérée, avec une sécurité contre le dépassement de la limite 
d 'élastici té, car la matière est étreinte de toutes parts dans cette zone 
de contact où elle est en é tat tri ple de tension. 

En s'imposant d e ne pas franchir cette limite. la force maximum 
qu'il est possible d'appliquer à l'anneau est donnée par 

F - 68.32 . 1 o-9 ------
1 1 

(- - - )2 
(1 ri 
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Quand on se trouve de,·a11t une matière raide. le problème csl 
différent. le critère à appliquer n'étant plus le même. 

En appliquant cette formu le. on constate qu 'il n'y a prnliqucmenl 

pas moyen de faire en sorte, pour des anneaux. q ue la limi te d'élas
licilé ne soit pas dépassée dans la zone du con tact de deux maillons. 

L 'expérience journa lière montre que la rupture d'un ma illon en fer 
ou en acier non écroui, so llicité diamétra lement. ne se prod uit pas 

dans la région même d u contact. Dans celle région. la matière ductile 

dont est f ail l'anneau a nettement dépassé la li mite d'élasticité. mais 
elle est étreinte de toutes parts par de la matière encore en étal triple 
de tension qui n'a pas dépassé celle limite. L'expérience montre a ussi 

que. même lorsque le méta l de l'ar:meau est complètement écroui par 
suite d'actions répétées excessives. la rupture ne se produit pas non 
plus dans la zone de contact. 

En f ail, l'analyse de ce qui se passe dans la zone du contact est 
donc ici sans portée réelle pour autant que celle zone, par suite d e 

la rotation de Lrnneau. ne soit pas sollici tée u ltérieu rement par 
traction. 

.. 

,..,. . ,, 

/ 

...... 

. i . 
l 
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11. - CONTROLE PHOTO-ELASTIQUE 

DE CERTAINS RESULTATS 

OBTENUS PAR LE CALCUL 

A. _ INTRODUCTION 

. cl contrôle esl basé sur le fai t Fondamental sui-
20. ,...., Le principe e ce dè l 'cluils transparents. exécutés en une 

de mo es re d Il ·] vanl : au moyen . 't' d la bl réfrinacnce acci ente e. i . . t de la propne e c " 
mn tière iow ssan , . t 1 11ent six choses importantes : .. cle déterminer expcnmen a ci est aise 

d 'inflexion des anneaux; i ) la position des points 

d vecteur sollicit an t 
2 ) l'orienta tion li 

la section transversale en ces 

points ; JI· ·t · · l'intrados et à . . tres ou non so 1c1 ·es, a - ) la position des pomls neu 
.) (' 

(' ·t dos de anneau; . 
ex ra . rincipales ou lignes isostatiques. 

) les trajectoires des tensions P_ 
<I J' li de ces trajectoires: oins a ure 

o u nu m . . onférenliclles à l' intrados et à des tensions circ ,,. ) le d iagramme 
• ::> d de l'anneau ; 

1 extra os . les sur les sections transver-d s tensions norma J 
6 ) le diaoramme e I . I t' f à la section transYersa e située ." . 1 ment ce ur re ai 

sales. et pnnc1pa e J ; la direction des charges. 
1 d·amètre norma a sur e 1 
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B. - RAPPEL DES CARACTERES 
DE LA REGION DES POINTS D'INFLEXION 

2 1 · ....., Dans le cas d 'une pièce droite prismatique, de section rectan
gulaire, sollicilée par flexion plane, la région aux abords d 'un point 
d 'inflexion prèsenle un aspect extrêmement t a ractérislique dans 
l'examen optique par la photo-élasticité. comme nous l'avons montré 
nous-mêmes dans une élude pubÎiée en collaboration avec M . F rilz 
Î emmerman ( [ 16) ) . 

On consta te. lors de l'étude de la théorie de la méthode de la 
photo-élaslicilé, que les courbes qui appuraissent en noir, si on fa it 
usage d 'une lumière monochromatique polarisée circu la iremen l. son t 
des courbes suivan l lesque lles la d ifférence des Lensions principa les 
présente une même vqleur. Si l'on fa it usage d e la lumière non 
monoehromalique. chaque bande analogue présente une même cou
leur. D e là le nom de bandes d 'exlinction ou de lignes isoch romati
ques donné à ces courbes. 

Il est exlrêmement imporlant de discuter analyliquement les carac
tères des courbes isochromatiques dans la région du point d ' inflexion, 
a fin de pouvoir comprendre les photograph ies ci-annexées et de 
pou voir en interpréter les résultats. 

Une parlie du lexle du mémoire préci té est reproduite ici. 

22. ~ E XPRESSlON GENERALE D ES TEN SIONS. 

N ous travaillons en coordonnées rectangulai res. r axe des X étant 
l'axe de la pièce, l'axe des z élant dans la direction orthogonale 
clans le plan de flexion; l'origine 0 des axes coïncide avec le point 
d'inflexion , figure 2 0 . 

CTx el CTz sonl les lensions normales, T xz et T zx les lensions langen
tielles, en un poinl quelconque de la région du point d 'inflexion , 
relatives a ux f acelles respeclivement normales à l'axe des x et à 
l'axe des z. 

ij 
h , 

'~ 
i 
t 

l 

.l 

•• 
1 
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l de la flexl·on composée, avec effort lran-La théorie c assique 
chant. donne les lois simples de distribution d es tensions en Lous 
]~s poï"nts d 'une section lrnnsversale : 

1 

u = ~ + M.z 
X Q l 

CTz 0 

/ ,., T 

d 1 T est l'effort tranch ant. N est ]'effort longilu ina ; 

N et T sont les composanles du vecteur sollicitation Q. 

I 

~ 
T 

~I j 
2-lxJ- 1 

c;: ~"'H i 
/J T ~~.1 

1 / 

1 / 

1 / 

1 _/ 

·- ·- 7r·- ·-· 

/ 

/ 
/ 

/ 

~
1 

1 0 

: - -~ 
/ 

F ig. 20. 
d • lronço11 de p ièce dro ile. Sollicita tion un 



836 ANNALES DES MIXES DE BELGI QUE 

1 esl le momént fléchissant : 

M = T.x 

Si e est l'épaisseur de la pièce et a la dem i-largeur : 

N 3T.x.z 
Ux + 

2 a.e 2 a3.e 

cr, 0 

3T 
T xz (a2-z2 ) 

4 a3. e 

Les principaux caractères analytiques des courbes isochromatiques 
on t déjà été signalés. Etant donné l'intérêt de cette question, il nous 
a paru utile de les reproduire ici et de les éten dre quelque peu. De 
plus. il nous a paru nécessaire de présenter de nombreuses photo
graphies obtenues au banc photo-élastique. D e cette manière. l'aspect 
photo-élastique des régions des points d 'inflexion d'une pièce droite 
en flexion plane composée se trouve définitivement fixé. 

R emarque. 

On peut obtenir les expressions généra les des tensions par une 
ùutre voie. En effet. en supposan t la pièce infiniment longue. on 
trouve. à l'aide des conditions a ux limites, que la fonction d.Airy 
du cas est : 

T N 
A = + -- z3.x + 

4 a3 4 a 

3Î 
z2 - -- z.x 

•I a 

On peul , notamment. l'obtenir à partir de l'express ion générnle 
de la fonction d'Airy sous Forme de polynôme en z el x ou sous 
forme de série de Fourier généralisée en r el a. Il suffit pour cela 
d 'identifier la résultante des efforts sur la section à l'infini . avec la 
limile vers laquelle tend l'intégra le des tensions le long de la sec
tion droite. lorsque celte section s'éloigne à l' infini. 
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,, - - COURBES JSOCHROfv!ATIQUES OU D'ÈXTINCT!ON. - J· . 

Ces courbes sont des courbes d'égale va leur de la tension tan
gen tie lle maximum T 1 111. c 'est-à-dire de la d iffé rence des tensions 
principales ' 1 cr1- cr111 1. 

0 

iFir;. ~. 

+cr -

1 

? 

fig. 2 1. - Etude graphique de la distribution des tensions. 

En un point qu~lconque de la pièce. la tension tangentielle maxi-

l donnc'.•e par [8]. formule 11 20 • page 152 (fig. 20 et 2 1 ) : 
mum es 
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D ans celle dernière expression, remplaçons <rx et Txz par leurs 
valeurs (43). iJ vient : 

3 TV X z 1 N z 
1Tmnx1 = - - (-. - + - . -)2 + [ 1 - (-)2 ]2 

4 a.e a a 3 T a 

(45) 
Donc si nous posons : 

Tmnx 

l.SI=---
3 T 

4 a.e 

chaque courbe isochromatique correspond à une cole ,B telle q ue 
; 

V X z 1 N z 
/3= (-. - +-.-)2+[ 1- (-)2)2 

a a 3 T a 

Celle relation résolue par rapport à x/c1 donnera 

x 1 { 1 N 
-= --- - .--
a z/ a 3 T 

-+- V .e2 _ [ 1 _ < ) 2 12 J 

(48 )· 

L es courbes isochromatiques constituent donc un groupe de cour
bes cotées en ,B. Nous avons choisi la forme de (3 de façon à éliminer 

du problème la valeur absolue des grandeurs et ne conser>er que 

leu rs valeurs rela tives. seules en jeu pour l'élude des propriétés intrin
sèques des poinls d 'inflexion. 

L 'équalion (48) montre que les courbes isochromatiques ont le 
point d'inflexion 0 comme centre de symétrie. 

Le coefficient angulaire de la langenle en un point quelconque 
va ut 

dz 

dx 2 [ 1 - (z/a)2] x/a 

(z/ a) 2 

J ,( 

• 

\ 
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L es isochroma liques présentent les particularités su ivantes 

1 ° Sur chaque bord de la pièce, c'est-à-dire pour z/ a = + 1, il 
existe un point neutre non sollicité. donc de cote (3 = o. lis ont pour 

· Q 
abscisse + 

N 

T 
La droite qui les joint passe par l'ori gine 

3 

3Î 
et a pour pente - --. Dons, s'ils sont obtenu expérimentalement 

N 

aYec une précision suffisante, l'inclinaison de la droite qui les joint 

permet de contrôler la valeur de NIT du cas. 

2 o L orsque x et z tendent vers o, ,B prend la rnleur : 

/30 =V (~)2 + 1 
3Î 

(50) 

Cette valeur 

dans !'équation 

l'origine 

est toujours supeneure à l'unité. S i on l'introduit 

( 47 ). on ohlient comme isochromatique passant par 

- X z 2 N X z 
(-=-)4 + [ (.:._)2 - 2] (-)2 + - . - . - . - = 0 

a a a 3 Ta a 

ce qui peut se décomposer en deux équations 

z 
- 0 

a 

X 

N V N = z 
-;- - + (-)2 + 2 (-)2 - (-)4 

3Î 3Î Q Q 

- z 
a (-) 

Q 



840 ANI"ALES DES MINES DE BELGIQUE 

La première de ces deux équations . 1. d 
C I . . d · represente axe e la pièce. 

e u1-c1 est one une isochromaliq d (3 ue e cole 0 • 

La seconde de ces deux é u r . 
matique ayant m • t · q I ~ ions represente une courbe isoch ro-
très a llongé· elle ~m_etcol e dque axe. Celte courbe a la forme d'un S 

. JOm es eux poin t . ('· f· . 1· le trajet (fig 22 _ · s a m mi sur axe en suivant 
. • 2 .:>· 24 , 25, 26. 2ï) : 

+ OO BS' SOS" S"' D - OO 

Les parties S'B et S" 'O t . 
La . .. on pour asymptote 1 axe de la pièce. 

. partie SOS voisine du point d " fi . S 
tees ca t · · t· m ex1on a une forme en rac ens 1que. 

o.ans .la région voisine des points nelilres 
rt I d 1 c. la courbe sort de ln pa 1e ut1 e e a pièce. 

Efle coupe l'axe des z au point d'ordonnc'n -
dont de la valeur du rapport NIT. " z = -+- a\! 2. inclépen-

Pour connaître la t • ]' 
malique f3 1 alngelnte a origine il celte branche de l'isoch ro-

o. on ca eu e a vale d d l l'on 
trouve a · d ' 1 u r correspon ante de dz/ x e 

pres assez ongs calculs : 

dz 

dx 3 

N 

T 

l 
En comparant avec le coeFfic· l 

es points neutres on "t ien a ngulaire de la droite qui joint . vo1 que : 
U:i droite des p · 1 • OIT! s neutres et [ . 

passant par l origine sont t' 
1
° tangente à l isochromatique /30 

or nogona es 
3° Les courbes ayant · 

à !' d une cote {3 > f3 
axe es x. C hacune d' 11 . o sont toutes asymptotiques 

la courbe en S de cote 13
0

• e es presente d eux branches extérieures à 

Ces branches sortent de 1 
a pièce entre les 

points 

N 
-- .-+{3 

3 T et - ~ N 
·-- 13 

3 T 
et les points symétriques 

par rapport à l' .. 
ongme. 

/ 

-
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_1o T oules les courbes d e cote f3 < f3o se compos~n t d e d eux bran-· 
chcs cnliè remenl sépurécs cl enlourun l ch ucune l'un des poin ls neu~ 
tres. Lorsque /3 §;: 1. elles on/ un point à /' in fini el sonl usymploliques 
ù l'uxe des x. Lorsque /3 < 1. les courbes so.nt fermées, sans point 
ù l'infini, et se composenl encore de cl.eux brunches en louran t chu
cunc un des points ne ut res. 

En cff el. s'il y a un poin l il l'in fin i, il se trouve sur l'axe Üx, 
étan t donné que les isochromaliques ne pcll\·enl se couper. e t que 
les de ux brunch es de l'isochromatique /30 cnlre lesquelles c lics sonl 
c>nlièremen l comprises se rejoignent sur r axe à l' infini. ]] n'y a donc 
de poinl à l'in fini que si à =I a = o correspond une rnleur réelle el 
infinie de =l a. c·esl-à-d irc, d'après l'équulion (..18). lorsqnc : 

132 - [ 1 - (-)2 ]2 
a 

rcsle positi f lorsqnc :,/a lend Ycrs o. c'est-à -dire si /3 §;: 1. 
5° En un point d u bord le coefficien t ungu laire de la tangente 

ü l' isochromulique vaut d=l dx = - a/ x. On voit imméd iutement 
que la tangente ~I /'isoc'1roma/ique ou point d'intersection avec le 
bord cle la pièce coupe f axc cles z en w 1 point fixe J. indépendant 
des vuleurs de f3 ou de NIT. et situé à une distance 2 a de rorigine. 

6° T oules les lignes isoch romuliques cou pent le contour d e b 
pièce de purt el d 'uu lrc du point nculrc C. en d es points don l la 

disLLin ce à cc point neutre représente lu cote {3 multipliée par la 

dcmi-lurgc ur a de lu pièce. 
En c ff et, le long dn conlou r lu tension maximum est égale à 

1 1 N M.v 
Tmnx = - {ux ) contour = - [ -- + -- ] 

Donc. le long du 

formule : 

2 2 n 1 

N 6Î.x 
[ -- + -- ] 

2 2 a.c 4 a2.e 

conlour. la cote f3 varie linéairemen t 

X 1 N 
{3 = -+- .-

0 3 T 

(54) 

su ivant la 

(55 ) 
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. Les courbes isochromatiques dont les cotes diffèrent d'un même 
nombre aboutissent au contour en des points également écartés l'un 
de l'autre. 

Remarque importante. 

Dans toutes les parties droites d 'une pièce, sollicitée en flexion 
plane composée, les diverses lignes isoch romatiques ou d'extinction. 
vues à un moment déterminé au banc. photo-élastique, sont toutes, 
sur le bord de la pièce, également écartées l'une de l'autre. En effet. 
elles correspondent à des valeurs régulièrement étagées de Tmax qui 
au bord est proporlionnel au ( a x)contour, donc leurs cotes f3 diffèrent 
l'une de !'autre de la même quantité. 

Commentaire général des figures et des pf10tographies des lignes 
isochromatiques. 

Etant donnée l'importance de bien fixer les aspects photo-élastiques 
de la région du point d 'inflexion, nous donnons ci-après de nombreu
ses photographies et- les tracés théoriques de cinq cas différents par 
la valeur de N/T. 

Dans les figures théoriques 22. 23, 24 , 25 et 26, nous avons 
présenté : 

En trait fort. le cheminement général bouclé (y compris l'axe) ; 
En trait d'axe. la ligne des points neutres COC; 
En trait plein ordinaire, diverses courbes isochromatiques: 
En trait pointillé, la· courbe spéciale f3 = 1 • 

D ans ~es figures, les deux flèches, opposées l'une à l'autre, repré
sentent .1 alignement des vecteurs Q qui s'opposen t l'un à r autre au 
point d inflexion. 

Sur ces figures. la croix centrale se présente en noir ou en clair 
au cours de r examen photo-élastique. 

~ets diverses courbes tracées sur ces figures ont été calculées par 
pom s. 

li est à remarquer que les planche t 1 1 h· 
té . . s e es p 1otograp 1es sont pré-sen es en positions symétriques 1 d 

es unes es autres. 

Analyse de chacun des cas présentés. 

Les planches présentent j 
I es cas suivants · bl rtr toutes es possibilités. qui sem ent couv 

' 

NOTES DIVERSES 

N 
l. C as - - - o. 

I 

Photos P-1. P-2. P-3. 

h t. de la région du point d'inflexion. Lignes isoc roma iques 

(Les photographies sont pr~sentées en position symétrique 
de la figure 22.) 

843 
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N 
I. Cas - == o. 

T 

Photos : P-,~. 
P-:;. 

P-ci. 
Lignes isochromaliques de la région du poin t d ' infl cxicin. 

( l es photoiiraphies sonl pr<'•senl ées en position symétrif1
11

c 
de la figure 22.) 

• 

J 

l N 
1 Cas --. T o. 

• 

- . isochromaliques 
F n.., ..- Lignes . l cl' in rlexion. ig. ,,. _. du pom 

de la région 



N 
Il. Cas T = -0.3. 

Pholos : P-7. P-8. P-9. 

Lignes isochromaliques de la région du poinl d ' inflexion. 

( Les pholographies sont présentées en posilion symétrique 
de la figure 23.) 

• 
N 

I[ Cas -- = -o.3. . T 

L· s isochromaliques 
F ig. 23. ,_. d~~epoint d'in flexion . 

de la région 

~------



N 3 
Ill. Cas - = - --= 

T · Vs 

Photos : P-10. P-11. P-12. 
Lignes isochromatiques de la région du point d 'inflexion. 

(Les photographies sont présentées en posilion symétrique 
de la figue 24.) 

. ' 

" \ 

) 

-

N 3 
11 1. 

Vs 
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N 
IV. Cas -- -2. 

T 

2 

Photos : P-13. P- 14. P- 15. P- 16. 

Lignes isochromaliques de la région du poinl d 'inflexion. 
(Les photographies sonl présenlées en position symétrique de la fiµurc 2.5.) 

\ 

) 

·--·- ·-->« 
- lignes isoch romaliques d e la région 

fig. 25· du poin t d ' inflexion. 
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N 
V. Cas - - = -18,45. 

T 

Photos P-18. 

Lignes isochrorna liques de la région du point d 'inflex ion .. 

(Les photographies sont présentées en position symétrique 
de la figure 26-27.) 

N 
V. Cas T = -18,45. 

f ig. 26-27. ,...... Ligne~ . 
isochroma tiques, de la reg1on 

du point d inflexion. 

X 

1 
i 

" 

s 

. 
\.' 
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N 
Cas /. 

T 
à P-6). 

AN~ALl:S l>ES MINES DE BELGIQUF" 

o. effort longitudinal nul ( fig. 22 et pholos P- 1 

Ce cas est fort important. C'est le cas limite où la flexion com
posée devient de la flexion simple. Il se p résente notamment dans 
tous les montants d'une poutre V ierendeel de hauteur constante. à 
l'aplomb desquels il n'y a pas de rorce extérieure appliquée. Il offre 
comme particularité que le chem inement boudé a la forme limi te 

comprenant l'axe de la p ièce el une circonférence de rayon av 2. 

Les photographies montren t p lusieurs aspect photo-élasliqucs suc
cessifs à cha rge croissan te. C es photographies confirment rema rqua
blement r aspect prévu analytiquement. 

Cas li. 

Cas fil. 

Cos /V. 

N 

T 

N 

T 

N 

T 

- 0 ,3 (fig. 23 el photos P-7 à P-9). 

3 
(fig. 24 cl pholos P- 10 à P- 12) ( 1 ) . 

vs 

- 2 (fig. 25 cl pholos P- 13 à P-16). 

Valeurs moyennes de l'effort longitudinal. 

C es tro is cas sont des cas génémux a u point de vue des l ignes 
isochromatiques. 

Ces cas se préscntcnl en app lïcalion pour les montants d'une pou
lre V ierendeel. de ha uteur conslanlc. à l'aplomb desquels est con
centrée une force cxlérieure. Ils se présentent fréquemment a uss i 
quand la bride csl polygonale. Ces cas se produisent encore, pour 
le cas de hauleur constanle. dans les panneaux voisins des extré
mités de la poutre. O n \'Oit donc combien est importan te l'étude 

(1) Ce cns correspond it cc que, dans not re mémoire [SJ. nous avons 
appelé le cas de passage au poinl de rnc du réseau des lignes isoslali
ques. P our des valeu1·s de N, T inféri eures it celle-ci, toules les isostati
ques avaient nu moins une ex trémité à l' infini ; pour des ndeurs de 
N/ T supérieu res à celle-ci, un groupe d' isostati ques restait en tièrement 
il distance fini e ; pour eeUe valeur de N/ l', il existe une isostnlique corn · 
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complète rie ces cas. Nous rappeions en particu lier que le décalage 
des deux points neutres C l'un par rapport à l'autre esl d'autan t 
plus gmnd que l"cff orl longiludinal ' N est p lus gra nd par rapport ù 

l'effort tranchant T. 
N 

Cas V. r - - - 18,..J5 (fig. 26 et 27. photos P-17 à P-1 9) . 

Grande valeur de l'effo rt longi tudina l. 
N ous arnns présenlé cc cas séparément. car il est fréquent dans 

les ossatures de btilimenls à nombreux élages. ainsi que da ns les 
brides des poutres V icrcndeel de f ormc polygonale et même d e 

ha ulcu r constante. 
L 'aspect photo-élaslique csi ici assez d ifféren t des cas précédents. 

paicc que les poin ts neutres C sont rejetés for~ loin l'un de !"autre, 
de sorte que, à certains moments a u point f inflexion, les bandes 
d'exlinclion forment une croix noire presque dou blemen t symétriq ue. 
La figure 26. Lracéc à !"échelle des figures 22 à 25 . est Lrès caracté
ristique à ccl égard. La figure 27 donne d 'a illeurs !"aspect de la 

pièce à plus pclitc éche lle. 
Au fur cl à mesure que N / T grandira encore, les points neulres C 

posée de : Je borJ de la pièce de l'infini nu premier poinl neutre, la 
droit e joignnnt les points neutres, puis l' autre bord de ln pièce du 
scco11d µoin t neutre j uscp1'i1 l' infini. 

li convien t de J'nire remarquer ici que lii furn111lc (18) de ce mé111 oire 

est i1 li re : 

2 a3 e 

X -
3 T N 

- - - zx + 
2 o3 e 2a c 

nu lieu de 
3 T 

(C12-=2) 
~1 a 3 c 

X -
3T N 

- - - =x + -
2 O;; C 2 ac 

. lt e ,., cns de passa"e correspond en réa li té à N/ T = \ / 3; 
I l en rest1 e q 11 l/ 0 

· 1· 1n 5 sonL 1'1 mod ifier lêgèremenl el l'nspec1. d u champ 
les co tes des 1soc 11 ~ , • 

l . stnl"1q ues est un peu nltere. 
(es I SO • cl' f' · é 

b 'quentes sonl a mo 1 1e1 cn cons quence. 
L es forrn u les su se 
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s ' écartero-nt davantage. A ussi il pourrait arriver qu 'ils s'éloign ent au 
point de pénétrer dans les congés de raccordement des diverses 
pièces constituant l'ossature. 

Le présent mémoire ne traite que la région des points d'inflexion 
d 'une pièce droite prismatique, de sorte que duns les ossatures à 
angles rigides, dans lesquelles Je point d 'inflexion d'une pièce s'appro
cherait d'un congé de raccordement, les aspects .photo-élastiques de 
cette région seraient plus ou moins fortement altérés par rapport aux 
aspects que montrent les diverses photographies con tenues dans celte 
rio te. Cependant, les caractères généraux se mainliendraient. Mais il 
arrive que dans ces ossatures, certaines p ièces n e présenten t pas 
de poin t d 'inflexion parce que le vecteur Q coupe l'uxe de la pièce 
en dehors de la région utile. 

C 'est notamment le cas dans certaines parties des membrures d 'une 
poutre V ierendeel à b ride polygona le. L 'aspect pho to-élastique révé
lera celte situa tion, puisqu 'il ne présentera pas les caractères remar
quables que nous ,·enons de décrire à nou\"eau . 

R emarque importante. 

Î oule cette théorie est établie exclusivement pour le cas d'une 
pièce d roite longue, ma is la forme étudiée ne présente pas toujours 
ce caractère, loin de là. Ainsi, pour n e prendre que la question qui 
nous occupe, les anneaux ne sont plus des pièces droites. Les lignes 
isochromatiques ne présenteront donc plus tout à fait les mêmes 
aspects que ceux que nous venons de rappeler d 'après le mémoire 
précité. 

Cependant, quand la courbure relu live est faible. les lignes isochro
matiques autour des points neutres ne sont pas fort altérées, comme· 
en font foi les photograph ies P-20 à P-27. E n conséquence, on pourra 
encore se baser très approxima tivement sur la position des points 
n~utres au:< bords de 1 anneau pour en dédui re lu position du point 
~ i~ flexi~n éve~tuel', exactement c?mme cela serait fait si la p ièce 
eta1t d roite au lieu d être courbe. D a illeurs, ainsi que l'étude détaillée 
des photographies le montrera, en suivant cette méthode, les résultats 
du c

0
alcul seront remarquablement confirmés, pourvu que la courbure 

de 1 anneau n e soit pas trop forte, auquel cas il faudrait m d·f" 
l'étude théorique des points d'inflexion. 0 1 ier 

O n peul dire que pour les anneaux auxquels la théorie ordinaire 
de la résistance des matériaux. est applicable (c'est-à-dire tels que 
À = r1/ re s o,6) . les points d inflexion peuvent (Ure étudiés comme 
si la pièce était droite. 

\ 
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C. _ TRAJECTOIRES DES TENSIONS PRINCIPALES 

OU LIGNES ISOSTATIQUES 

,...., "En fai t dans le cas qu i n ous occupe, il importe peu de détcr-
24 . . ' d' d 

miner exactement ces trajectoires. mais il est fort utile en éterminer 
l'allure. Celle-ci est, en e ffet, la clef de la .compréhension parfa ite d,e 
la manière dont la pièce organise sa résistance à la sollicitation exte
ri eure. L'allure de ces lignes est comma ndée principalement par les 

caractères des points singuliers de leur réseau ( [ 8 ]. §§ 187 à 19 1; 

[ 1 o ] et [ 1 1 ]) • 

C es points singuliers di ffèrent suivant que l'anneau est mince ou 

épais. 

D ans Je cas de l'anneau mince (A. = n / ro s 0,724 ). le réseau com-
prend au total seize poin ts singuliers (fig. 28 ) : 

S ur le d iamè tre de charge OX. les points 1, li, 111; 

Sur Je diamè tre OY, normal au diamètre de cha rge, les points l\1; 

Sur les hords intrados e t extrados, les poinls V et V I. 

Les points I sont du type de demi-cen tres de rayonnement; ils sont 

donc des demi-points d 'ordre n = + 1 • 

L · t Il t du lype de cen tres étoilés à trois b ranches; ils es pom s son 
son t donc d 'ordre n = - t · 

L . fil t du L)1pe de cenlres foca ux; ils sont d 'ordre es pomts son 
n = +2. 

Les points IV sont d u même lypc que les points Ill. 

L · t \ 1 et V I sont des demi-centres étoilés à trois branches; es pom s , _ 
ils son t donc des demi-points d ordre n - -1. 

L . t ] ont les poinls d 'applica tion des charges. es pom s s 

II t sscz difficiles à dépister, car ils sont très proches 
Les poin ts son a d 1 1 . . , 

I t n aénéra l cachés ans a zone en p .asltc1te ; on 
[ ·nts et son , e " , h 'l . ) ( [ ] 

ces poi d tl en t qu 'ils existen t ( en p a se e astique 6 
sait cepen ant ne em 

et [ 1 2]) · 1 h J · 
Ill . IV a para issen t lrès nettement sur es p otograp 11cs J es points et P p ) 

_, ( · photos P-22 à -3 1 • photo-élastiques vorr 

• 

• 
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Fig. 28. - C hamp des lignes isost<.i liques pour un ann e<.i u mince. 
·\ 
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Les points V et Vl apparaissent également manifestemenl: ce sont 
d 'ailleurs les p oints neutres sur les conlours don t il a é té largement 
parlé ci-avant. 

Dès que tous ces poinls sont définis, on connait déjà les allures des 
l ignes isostatiques dans leurs environs; il suffit de fa ire appel a ux 
caractères généraux connus pour ces divers points. Cela donne lieu à 
la figure d'amorçage des tracés. Ceux-ci sont alors complétés systéma
tiquement pour satisfaire au x a llures imposées aux environs des poin ts 
singuliers. 

Les tracés ainsi établis sous Forme p~ovisoire sont alors retouchés 
en prenant quelques lignes isoclines. 

La figure 28 montre pourquoi il y a Lrois points singuliers dans la 
section AA quand l'anneau est mince. 

Soit AeD la courbe représentative de la tension radiale cr dans 
la section AA.,Elle est nulle à l'extrados et infin ie à l'intrados r(po int 
de contact). Dautre part, représentons par E'E" la loi de varia tion de 
la tension cr dans cette même section AA. tension duc à la flexion 

a 

plane composée. Quand l'anneau est relativement · t 
d 

mince. e que sa 
forme puisse être consi érée comme n 'étan t pas lrop ·1 · · d j [ 

• c e 01gnce e ce e 
d une pièce droite. cette tension cr est assez nra d t j b 

a · " n e, e a cour e 

E'E" recoupe deux fois la courbe de <Ir comme Je . l 1 f· 
E l d F

' .. · mon re a ïgure 28. 
n c 1acun e ces points et F la différenc d d . 1 ' e es eux tensions 

norma es cr,.-cra = ~ -~l = o. Ce sont les points singuliers Il et Ill. 

Le point singulier l se Lrouve en A 1 • ·1 
infinie. mcme, à où celle différence es t 

Quand l'épaisseur relative de I'annea !' 
d 

c u aunmenle im t 1 
li\·e es tensions normales cr d· . l " · por ance re a-

a iminue, et es deux points F' et F " se 
rapprochent l' un de lautre. A un m cl 
( d 1 d ornent onné ·j f d t quan es eux courbes A.O et E'E" · 1 s se con on en 
élant + 1 et - 1, l'ordre résulL t . son.t langen les ); le urs ordres 

1 A f 
an est zero c csl , cl· "1 . . 

p us. orliori, quand le diag d · -a- ire qu 1 s n existent 
ramme es ten . 

indiqué figure 29, les points H et Ill cl · srons se présente comme 
t sur les photographies relatives at . onl rsparu. Cela se remarque 

( P-24 à P-33) . ix anneaux pour lesquels À ~ 0 ,636 

Le réseau des l ignes isoslati·c 
d l rues est m d·f· 

evient ce ui indiqué par M C k 0 1 16 en conséquence e t 
l . , l f· . o cr en 192 ( l-1 < url a a 1gurc 30, laquelle do . 2 .) . p. 26 ) : il est repro-

nne uussr les i'socl· · rnes . 
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D. - OBTENTION EXPERIMENTALE DES DIAGRAMMES 
DES TENSIONS CIRCONFERENTIELLES SUR LES BORDS 

INTRADOS ET EXTRADOS DE L'ANNEAU 

25. ~ Lors de l'essai photo-élastique en lumière monoch romatique 

pola risée circulairement. ~ il y a des points neutres ou des points aux
quels la diff érencc des tensions principales cr,-cr, 1 = o, ces points 

son t les premiers 0(1 l'on npcrçoi l des tuches d'exlinc.tion. 

Il est à remarquer que si lu sollicilalion de la pièce vari e homothé
Liqucmenl, ces poinls noirs reslcn l dans une posi tion fixe. 

26. ,...... D'autre parl, d 'autres bandes d 'extinclion se signa len t. qui. 
elles. se modifient profondément de fo rm e lorsque la sollicitation. lout 
en restant homothétique, vari e. 

Dans Je cas des annea ux. ces bandes d'exlinclion restent Loutes 
dans le champ de la pièce: elles changent de forme lorsque la charge 
Yarie; elles sonl obligées de se serrer d 'autan t p lus q ue la pièce est 
fortement solliciléc. cl en conséquence, la largeur de ces bandes 
décroît, rendan t leur trac(• de p lus en plus précis. 

Ces bandes arrivenl a 11 x poinls où, pour une sollicita tion dét.erminée, 
·J ] le ~ a 11 esl un maximum Donc. dans le cas de l anneau , a va eur c v ,- • · 

b cl ·sscnl ntix points int rados et ex trados silués sur le ces an es na1 ' · 
d iamètre de cha rge cl sur le d iamètre normal à celui-ci. 

A d h- 110c111 cn l de forme de ces courbes. que l'on peut 
11 cours u c d " li d 

. b· · les dh·crses photographies, e es viennent. ans le lres 1cn sL11 vre sur . 
d 1. grouper en e.nlouranl les pomts neutres ou ceux cas e a nneau, se 

a uxquels a1-a11 = o. 

On peul donc a llribucr à ch <1que bande un numéro d'ordre qui 

esl celui d'arrivée. 

A l déterminé les points neutres ou tels que a1- u 11 - o 
un momen · , . . l . 

, , les handes d exlinclion qu i es entourent et qu i en 
élnnt numerolcs o. l . . . d 

< · l h e ont numérolées 1. es st11,·an tes 2, et arns1 e 
t les p us proc es s r j' 1 , Il 

son · , é , 1 des bandes d'extinction et évo ution qu e es 
· L spect g nera d f 1 su!te. a I 1 rge croissait permet en outre e ixer e 

b· 1 rsque a c 1a . . l 
ont su 1 0 l I d s même .de celles qu i n en tourent pas es 
numéro de toutes es )an e . 

poin ts noirs fixes. 
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11 apparaît donc que l' examen des courbes d'exlinction en cours de 

formation permet de préciser de suite la position des poinls neutres le 
Tong des contours de la pièce ~t celle des points les plus sollicités le 
long de ces contours. Les premiers donnent en principe le moyen de 

mettre en place les points d'inflexion . 

M ais, outre cela, on sait que d 'une bande d'extinction à la sui
vante, il y a une variation constante de la différence des tensions 

p rincipales donnée par la formule ( [ 8 ], §§ 209 et 209bis) 

(55 ) 
k.e · 

À étant la longueur d'onde de la lumière monoch romatique. e étant 
l'épaisseur de la plaque dans laquelle a élé découpée la pièce et k 
étan t une constante spécifique de la matière. 

Comme on le sait, dans la zone où le contour d'une pièce n'est pas 

chargé, il n'existe qu'une seule tension principale; celle agissant suc 

les Facettes perpendiculaires au contour, l'autre est nulle. C'est le cas 
qui se présen te pour les anneaux, sauf au x endroits où s'exerce le 

contact entre les charges extérieures et l' anneau. M ais ces contacts 

sont très localisés pour les anneaux qui sont en jeu iè i. li y a ]à une 
grande accumulation de lignes isoch romatiques; celte zone aux alen
tours du point de contact enlre très rap idement en plasticité quand 
la charge croit , ~uquel cas elle apparait noire sur les photographies; 
cela empêch e d Y distinguer clairement ce qui s'y passe. En consé
quence, on fera ici abstraction de la zone de contact elle-même. 

Puisque aux contours, sauf dans cette zone. une des tensions prin
cipales est nulle. soi t 0-11 par exemple, au point où une bande d ' extinc

tion aboutit au contour, son numéro d'arrivée, qui est en quelque 
sorte sa cote, est représenlatif de u1• 

Ayant doté chaque courbe d'exlinction du numéro qui est le 

sien, on peut donc tout le long du contour tracer à une échelle 
conventionnelle le diagramme polaire de la lension dirigée tangentiel
lement au contour. Ce diagramme passe évidemment par zéro aux 
poin ts neutres. 

La figure 3 1 montre en trails inlcrrompus les résultats de l'appli
cal1on de ce procédé pour les anneaux tels que À = o .so 1 '.::::'. 1 / 2 . 

-
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Le diagramme en traits pleins donne les résultats du calcul fait 

par les formules de l'élaslici lé. 

O n voit l' excellente concordance entre 'les deux figures. C eci con

firme b~en les résultats obtenus par le calcul et montre. d'autre part, 

r utilité d 'un essai photo-élastique. Si. par exemple. une pièce a une 
forme pour laquelle on ne peu t calculer les tensions. un essai photo
élastique permet néanmoins de se représenter aisément la sollicitation 

au conlour. 

L e calcul a été effectué pou r le cas où les forces agissen t à l' intra

dos de l'anneau. L es points neulres se placent à l'intrados et à 
l'extrados respectivemen t aux angles polaires de 58°.2 et 45°,9. 

L 'expérience a donné pour ces mêmes angles et dans les mêmes 

conditions de sollicitation 58° ,6 et 44° (photo P-27) . 

L a concordance est donc excellente. 



-
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D iagramme polaire de la tension circonférenlie lle a u x contours intrados el extrados. 
ri 

'--- D 1d5r•mma c4/cul6 . 

"---,. /)1~.9r•mme elfpe"rt''m l!nldl• 

re 2 

... ------.... 

fig. 31. 
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Photo P-20. 

Lignes isochromaliques. 

r1 
À = = 0,845. 

re 

Ph oto P-2 1. 

Lignes isochromaliques. 

À = 

. ....._ ____________________________ ~ 

NOTES DIVEUSES 867 

Photo P-22. 

Lignes isochromatiques. 

,\ = 

Photo P-23. 

Lignes isoch romaliquea. 

,\ = 

' 
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Photo P-24. Photo P-26. 

Lignes isochromatiques. Lignes isoch romatiques. 

À- - 0,636. - 0 ,50 1. 

Photo P-25. Pholo P-27. 

Lignes isochromaliques. Lignes isochromaliques. 

À = ,\ = = 0 ,501. 

f o 
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Pholo P-28. 

Lignes isochromaliques. 
Photo P-30. 

Lignes isochromatiques. 

À = 
re ,\ = = 0,270 . 

re 

Pholo P-29. 

Lignes isochromatiques. 
(Ml!~ ! 

P hoto P-31 . 

Lignes isochromatiques. 

" I r1 
,\ = = 0,270. 

re 
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Pholo P -32. 

Lignes isoch romatiques. 

n 
À = = 0. 152. 

re 

Photo P-33. 

Lignes isorhromaliques. 

r1 
À = = 0, 152. 

ro 

NO'rES D!VEH SE S 873-

E. - OBTENTION EXPERIMENTALE DU DIAGRAMME 
DES TENSIONS NORMALES DANS LA SECTION 

TRANSVERSALE DE L'ANNEAU SITUEE SUIVANT 
LE DIAMETRE BB NORMAL A LA DIRECTION 

DES CHARGES EXTERIEURES 

27 ...... La seclion lransversale considérée est une section de symétrie. 
la trace de celte section est donc confond ue avec la ligne isostatique 
transversale et avec une partie de l'isocline o0 . 

O n oblien t de suite les tensions norm~les aux points intrados B1 
et extrados Be de celte seclion. O n sait . en effet. qu'en ces points la 
tension principale radiale <Tr est nulle, la matière se trouve donc en 
état simple de traclion. caractérisé par la seule valeur de la tension 
ci rconférentielle u = u . Celte tension est donc proportionneIIe au 

1 a 

numéro d 'arrivée de la banque isochromalique qui passe en cet endroit. 
Ainsi, pour la photograph ie P-23, on voit que, e~ valeur absolue : 

<T 

Be 11 ,2 
=---= 

ce qu i est con fi rmé très sensiblement par la photographie P-22. 
A une certa ine écheile. u et u peuvent donc être représentés 

Be B 1 

respectivement par des nombres proportionnels à 1 1,2 et à 7 ,2. 

O n s'assure de suite que ces deux valeurs ne son! pas compatibles 

n dl·agromme rectiligne pour la tension u1 et que nécessairement 
avec u 

d. arnme esl nellemenl curviligne. cc rogr 
En traçant le diagramme de variation du numéro d'arrivée des 

1 d d 'extinction en fonction de leur abscisse le long de la sec-
)an es . d Ff d . B n a le diagramme de la i érence u - u es tensions prin-
tion . o r a 
cipales. 
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P our déterminer suffisamment le diagram me de u1. il faudra it con
nnître un troisième point. Le plus logiquement. c'est le point du dia
gramme situé à l'aplomb du point B0 d 'extinclion perma nente en 
photo-élasticité. Ce point apparaît LTès clairement sur les photograph ies. 
On sait qu'il correspond au fa it que les deux tensions principales y 
sont égales et de même signe. Si l'on en connaissait la somme, leur 
valeur serâit donc connue. Il existe des moyens de déterminer eette 
somme expérimentalement. 

Mais pour les cas où la résistance des matériaux semb le suffire 
(À = r1/ re S: o,6). le diagramme des tensions u répondra très sensi

a 

·l:i 
1~ .... . ().. 

/} 

Fig. 32. - Diagramme de la tension circonférentielle 
dans la section BB ( ca leu [ graphique). '\ 

~OTES UIVl' HSES 875 

blcmcnt à la loi indiquée par celle théorie dans la section B. On a 
vu que cel te loi est a lors une hyperbole équila tère (§ 5 . formule 6) 

O' 
a 

N M'.z' 
- -- [ -+-- ] 

1 + :z'/p' n r 
(6) 

On peul calculer point pa r point au moyen de cette formule, le 
diagramme d e u dans la seclion BB (Fig. 32, rela tive à l anneau de 

a 
la photograph ie P-23). 

li est possible de faire le contrôle indirect suivant : Supposer que 
la loi est l'hyperbole équilatère en question et en rechercher les 
asymptotes. L'une d'entre elfes est la droite qui passe au cenlre :d.e 
courbure d e l'annea u, l'autre se délenn ine graphiquement a ssez arse
ment. pusqu'on a deux poinls et une asymptote de cette hyperbole 
équila tère. Or. la théorie de la résistance des matériaux indique que 
celte seconde asymptote est distante de M'.p'/l' du niveau représentant 
la trace qe la section (fig. 5) . D onc, OO' = M '.p'/l'. 

Pour trouver expérimentalement ce diagramme.' on peut procéder, à 
partir de la connaissance des isochromatiques. à une intégration le 
lono de !'isostatique con fondue avec la trace de la section BB ( [ 8]. 
cha"p. IX. p. 439 ). Le diagramme obtenu doit concorder très sensible
ment avec l'hyperbole équilatère dont il est question ci-dessus. 

28. ,...... Tout ceci perm et d 'a ffi rmer que lorsque À = ri/r. s: o.6. la 
formule (6) de la tension normale u

0 
des .pièces courbes à forte cour-

bure relative sollicitées par flexion plane se trouve parfaitement con
firm ée. L'a uteur anglais Coker a\·ait d'ailleurs déjà constaté le fait. 

D 'autre part. tout indique en conséquence que la photo-élaslicité 
donne Je d iagramme des ~ également pour les cas où la formule de 

J résistance des matériaux n'est plus valable. mais doit être rem

pÎacée par les formules de la théorie de I'élaslicité. 
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F. - RESUME DES RESULTATS ACQUIS 
PAR LE CONTROLE DES ANNEAUX 

PAR LA PHOTO-ELASTICITE 

2 9· - Nous avons réalisé Loule un e sui te d'essais au banc photo-
élaslique su · · ] ' d ' d ] . . r une sene comp cle anneaux ont es rapports carac-
ténst1ques À = r1/re ,·ariaient de 0.845 à o, 152, comme J'in dique 
le tableau ci-après résumant les résultats obtenus. 

P our l'observation des lignes isochromatiques ou bandes d' exlinclion . 
nous a,·ons utilisé comme matière transparente le lro lon et la dekorit 
(ce sont des résines a rlificielles). Le tro lon et la dekorit ne diffèrent 
guère !'un de l'a utre que par le recuit qu'ils ont subi. Observom 
cependant que la dekori t est plus déformable que le tro lon. 

Pour l'observalion des isoclines, nous avons utili sé le plexiglas. 

Les essais photo-élastiques ont été f ails en lumière · verte monochro
matique polarisée circulai rement. obtenue en élimina nt par un filtre 
toutes les radiations autres que la ra ie verte 5.460,9 A 0

• 

Les courbes isochromatiques ou b andes d'extinclion s 'étudient le 
mieux en lumière po larisée circulaire. ce qu i évite l'apparition simul
tan ée d es isoclines, lesquelles gêneraient l'observation des isochroma
t~ques. 

Les plaques de trolon, de dekori t et de plex iglas dans lesquelles 
les anneaux ont été découpés avaient 5 mm. d 'épa isseur. 

30. - Les essais photo-élastiques donnent lrès remarquablement 

La position des poin ts neutres à l'intrados el à l'extrados de 
l'anneau; 

La position des autres points singuliers du réseau des lignes isosta
tiques; 

La position des points d 'inflexion . au moins pour les anneaux tels 
que : 

Le diagramme des tensions circonf érenlielles ,'1 ]' d r extrados; intra os et à 

r • 
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L ' ( des tensions normales CT dans Loule l'étendue de e c iagramme a 

1a section B. 

Dans le cas où la position des points d 'inflexion est très nelte, 
on sait ( § 9, 1°, fig. 14) que la sollicitation de l'a nneau est immé
diatement connue. En effet, le vecteur sollicitant la section transYer
sale passant par le point d'inflexion s'appuie sur ce dern ier et est 
d irigé parallèlement au diamètre de charge, il est donc immédiate-

ment mis en place. 

p 

Fig. 33 . - So ll icitation d 'un demi-anneau. 

La figure -- montre ce résultat (*) . L'orientation de ce vecteur 
est bien conf~:me à ce qu'ind ique la théorie de la région voisine du 
point d 'inflexion : la d roite qui join t les poi.n ts .neu.tr:s est, par rap
p ort à la trace de la section , trois fois moms mclmee (et en sens 

inverse} que le vecteur sollicitant. 

Ces essais montrent bien que Ioules les conséquences annoncées 
par /a théorie ordinaire de la résistance des matériaux, dans les 
limites de l'élasticité, sont confirmées expérimentalement, pour autant 

1 Pp
ort À = ri / r

0 
5 o.6 ou que le rapport '1/ 2p < 0 ,25. 

que e ra 

:;: Celle figure est exlrai te de : « E tude de la résistance des 

]
( ) L Baes et L. Blanjean. Revue « Standards », Bruxelles. 

vo ants », pa r d · 8 
11os 6, 7 et 8 e 193 · , 
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Ces limites couYrenl tous les cas prnliques courn nts. 

La confiance dans les formules de la résistance des matériaux peu t 
donc ê tre complète pour ces cas. 

31. - Ces essais montrent également que, en dehors de ces 
limites de proportions, les formu les de la théorie de !'élasticité sont 
confirmées. notamment pour cc qui concerne le diagramme des 
tensions circonféren tie lles à l'in trados et à l'ex trados (fig. 3 1 ) . 

32. - D isposant donc d\m moyen expérimental très efficace, nous 
avons pensé utile de confron ter le cas où l'anneau est sollicité par 
deux forces diamétrales de traclion , appliquées à l'intrados, el 
celui où il est so ll;cité par deux forces diamétra les de compression 
a ppliquées à l'ex trados. La théorie ordinaire de la résistance des 
matériaux ne f ail pas de distinction en tre les deux cas, sinon au 
poin t de ,·uc des signes. 

- E; revanche, la théorie de l'élasticité fa it une distil') ction très 
nelle entre les· deux cas. tenant compte de l'endroit de la localisa-
tion des forces a ppliquées. · 

Nous donnons en annexe les formu les, que nous a\'Ons établies, 
exprimant /es tensions pour le cas des deux cha rges de compression; 
ces formu les diffèrent des formu les (3 1) à (36 ) indiquées précé
demment pour /e cas des deux charges de traction. 

Puisque. pour Tes deux C<1s , les formules de tension sont diffé
ren tes. les band es d'ex tinction on t évidemment des formes diff é
ren tes. S i les aspec ts de figures des bandes d'ex tinction diffèrent 
sensib lement, c'es t que les deux cas sont nellem.en t distincts. 

D e plus, /a théorie de la résistance des matéria ux localise /es 
points d'inflexion sur /es alignements para llèles a u d iamètre de 
cha rge, il une distance de 0 .3 18. ( 2p') de part et d 'autre de ce 
diamètre (fig. 14). 

Les photogra phies P-20 à P-33 montrent la situation des deux 
cas. E lles font apparaitre que pour les cas où : 

r1 

À - - 0.50 1: 0.38.1; 0,270; o. l ')2. 
'• 
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il n 'esl plus poss ib le de défini r la posit ion des points d 'inflexion, 
d . ·Il sr ·1 )' a une dislinclion très nelle en tre les deux pro-ct qu e ar eur C LL 

hl . d cha rges de traclion è l de charges de compression. e e 
cmes e I 1 · t l s sur 1. . 1 · concerne notamment a position ces pom s neu re c rslmc .ron d d' . . cf 1 

1 l cl le " roupement des ban es ex tmclron ans a sec-
es con ours " h 0 l . . l des . B 1 diamètre transversal aux c arges. r, a resrs ance tmn . sur c 

ma té riaux ne dislingue pas les deux cas. 

lno,1trc les résu ltats obtenus pour ces deux Le tableau suivan t 
cas de sollicila lion : 

Charge à l'extr ados Charge à l'int rados 
fi ,l= --

1 Excenrrici1é 1 E xcent ricité re 
Photo 11° Photo no 

en % de (2 p') en 9f de (2 p') 

0.8-15 20 3 r ,5 2 1 3 1,8 

0,72., 22 3 1,9 23 32.0 
0,636 2..j 31,8 25 33 ,3 
0.50 1 26 35.4 27 -- .., 

.).) . -
0.38-1 28 - 29 -
0 .270 30 - 3 1 -
0,152 32 - 33 -

N. B. - La résistance des matériaux donne une excentricité de 

3 1,8 % . ( 2 p'). 

T L Cela Confirme donc très nellement que dès l quel les! 
- - - Ott < / < 6 e ca eu .).)· 1 I' ont telles que À = n re 0 · ' 

proporlion s. ce . annha'u ~ d l'élasticité, tandis que pour les anneaux 
doit êtr: f ~r t Pl <:irc !alc~ I epo~:l s: fa it par la résistance des matériaux. moms cpars, e < 

ônclusion importante. - La photo-élasticité permet de déterminer 
. ~ l 1· ·te d'applica tion de formules basées sur des hypo-

r11sement a rmr 1 )' l d 'une manière 
i'hèses simplificnlrices. e.l empêc~e que on l ana yse 

t J S cas qu i échappent <t ces formu es. rncorrec e e 
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' Ill. - RELATION DES ESSAIS 
EFFECTUES SUR ANNEAUX 

EN FER OU EN ACIER 

34. ,_.., En vue de vérifier expérimentalement. sur pièces réelles 
métalliques, l'exacti tude des formules données ci-aYant. nous avons 
effecLué des essais sur un lot de 22 anneaux. Nous donnons, ci-joint, 
un tableau résumant les principaux résultats obtenus. T outefois, cer
tains de ces essais appellent quelques remarques. Les anneaux étaient 
sollicités par deux forces de traction rad ia les, égales et diamétrale-

ment opposées .. 

35· ,_.., CARACTERISTIQUES DES SERIES D'ANNEAUX 
ESSAYES. 

1 o) M étaux utilisés. 

Les anneaux se partageaient en trois séries de dimensions iden
tiques; nous avions en outre quatre anneaux hors série. Chacune 
des séries était faite d'un métal différent. Les métaux étaient 

désignés : 

Acier D des unifiés français (trempé à l'eau à 875°, revenu 

à 625°) ; 

Fer 5; 

Fer S (fer de Suède) . 
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Nous avons essayé des éprouvetles de traclion de chacun d e ces 
trois méta ux. Les résultats obtenus sont les suivants : 

1 

.. "' '"" "' E - ·~ O'- "V 
Tension limite c:: O.. <= c:: 

c !::: E Ë "' ., 0 _ ...._ Striction ... 
apparente ·v. ~~o ... - a:l Métal. u :l .:.. 

d'élasticité " :l 
cc- - .... 

"' ... c:: c Q..O en % <i 
~ ..,u 

0 ,,_ 

Ro en kg/ mm2 == .... Lo 
... 

"" :::: 
~ ~ u:::: 0 " "' 

Acier D (traité ) 
5 t ,3 ~ 68.4 18 ,4 66,4 2 17 

5 1,3 

5 103 67 .4 14.6 65.2 2 t7 

Fer 5 ~8 l 37.6 28.5 58.4 99,2 

25 ,9 
27,0 35.4 2.1. 1 46.7 101 

Fer s 17.95 29 ,0 38. 1 78 .8 71 ,6 1 

Les diagrammes de ces essais de traction sont reproduits par les 

figures 34 à 36. 

A c/er .D. 
(lr4ife') 

LJé/ ormdf1on.s 

f ig. 34 . - D iagramme de l'essai de lracl ion 
de l'acier O. 

Fig. 35 . 

2 .9.40 

Ter 

De'for l'T1d h On.s 

D iag1amme de l'essai de lrn rlion 
du fer n° 5. 

.. 

. ... 

NOTES DIVERSES 

..JJé(ormdl/Ons 

Fig. 36. - Diagramme de l'essai de traction 
du fer de Suède. 

88~1 

2°) Tableau des résultais cf es essais sur anneaux. 

Le Lableau ci-après donne pour chaque anneau les caractéristi

ques suivantes : 

D a ns la colonne n° : 

3 

-1 

5 

6 

un numéro d'ordre de l'anneau; 
la désignation du méta l dont est fa it l'anneau; 
le d iamètre d = 2 .0 de la barre: 
le rayon p du centre de gravité G d e la section transversale: 
le rayon p' du centre de gravité G' de la section transversale 

transformée; 
le ra pport À = ri / r;. caracléristique de la courbure relative; 
la tension normale <Tmnx de flexion qui se produit ' dans 

l'a nneau lorsque celui-ci est soumis à deux forces de 
traction F de 1 .ooo kgs chacune. Cette tension est celle 
qui se produi t à l'ex trados de. la section A . c 'est-à-dire 
de la seclion couchée suivant l'a xe de [a charge, quand 
À §; o ,6. car pour ,\ < o.6 , la tension maximum se pro
duit en B à l'intrados; celle tension répond à la f annule : 

F p. v 
Umnx - (s7 ) 

1 + v'/p' 1T (' 

ce qui devient praliquernenl ici. en confondan t p et p 

8 F 
( O"mnx ) - (58 ) 

on A 1T 1 + p/ a 2 U 

n é lanl l'a ire de la seclion lransversale de la ba rre: 



-g, 
V> 
Cl> 
V> 

l , 

\ ' \ ' \ 
4. 

d = 2a p 
No 1'\étal . 

mm . mm. 

D 25.0 50 
4 )) 75 
7 )) 100 

10 " 125 
13 150 
16 175 
19 20.S 60 
20 

2 5 25,0 50 
5 75 
8 100 

Il 125 
14 150 
17 )) » 175 
21 20,5 60 
22 )) )) 

3 s 25,0 50 
6 75 
9 )) 100 

12 )) 125 
15 )) )) 150 
18 » 175 

\ 
\ 

.. 1 - ·--.,, 

0 
o-' 
V> 
Cl> .... 
< 
(1). 

<1> 

Cl> 
V> 

"' ~ 
"' 

+ 
"" 1 -

~ 

v • 
0 

--. 
tll 

\ 

-
Il 0 

c; 1 "11 

.--. 
t .> 1 

1 

"! 1 1.:i 

.. 

Résultais des cssois eflcci ués sur les anneoux {fig. 57). 
-

5, 6 7. 8. 9 . 10 

Pour 
Pour la limite élastique 

p' F=l.000 kg. 
a max. = Re 

), = 2!_ 

1 

't a max . Fe calculée\ F p réelle Fp mm . kg./mm~ v;;-kg. kg . 

49,206 0,600 8,549 6.005 7.000 1.165 
74,475 0.7 14 13.7 12 3.745 3.750 1.000 
99.608 0,778 18,882 2.760 3.750 1.360 

12'1.684 0,818 24,056 2. 140 2.500 1, 168 
149.738 0,847 29,23 1 1.757 2.200 1.346 
174,776 0 867 34.542 1.486 2.000 1,346 
59.573 0,719 19.806 2.592 3.000 1, 178 

» )) 3.400 1,336 

49,206 0.600 8.549 3.030 3.750 1.237 
74,475 0,7 14 13.712 1.890 2.400 1 270 
99.60B 0,778 18,882 1.372 1.500 1,092 

124,684 0,8 18 24,056 1.077 1.400 1,300 
' 149.738 0,847 29,231 887 l. IO!l 1.242 
174,776 0.867 34,542 750 900 1.200 
59,573 0,719 19,806 1.3"8 1.500 1,148 

)) )) )) 

49.206 0,600 8,549 2.100 2.250 1,072 
74,475 0,714 13.712 1.308 1.500 1. 148 
99,608 0 778 18 882 950 950 1.000 

124,684 0,818 24,056 746 950 1,274 
149,738 0,847 29,23 1 614 750 1.222 
'174,776 0,867 34,542 520 700 1.346 

R emarque. - Pour tous les cas soumis aux essais, p' est pratiquement égal ù p. 

-
11 , 12 

Pour F = 100 kg. 

f ca!culée 1 
a1·ec E = r réelle 

20.000kg/mm2 mm 
mm 

0,004.4 0,004.3 
0,014.5 0.0 12.6 
0.033.6 0 031.7 
0,065. I 0,063. I 
0. 112.3 0, 104.6 
0, 177 .7 o. 168.0 
0,016.9 0.015.5 

0.015.0 

0,004.4 0,004. I 
0,014.5 0,0 13.7 
0,033.6 0,032.1 
0,065. I 0,063. I 
0, 112.3 0, 104.8 
0 177.7 0. 163.0 
0,0 16.9 0,0 15.8 

)) 0.0 15.7 

0,004.4 0,004.8 
0,0 14.5 0,0 14.6 
0,033 .6 0.037.8 
0,065. 1 0,068.9 
0, 112.3 0.1 10.5 
0.177.7 0,185.0 

c 
t'1 

"' 

• 
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DESCRIPTION DE L'ESSAI D'UN DES ANNEA UX. 

36. - Le diagramme d "w1 des essais esl reproduit ici . ù deux 
éche lles différentes (fig. 38 el 39). Les mesures de déformalion du · 
d iamèlre sonl failes au moyen d 'un comparaleur donnant le 1/ 100 

de miilimèlre et permettan t d 'apprécier le t / t .ooo de mi llimèlre. 
Les mesures portenl sur la flèche diamétra le / de l'anneau (varia

tion de longueur du diamètre horizonta l perpendiculaire à la direction 
d es forces appliquées ). Les deux p hotographies P-34 et P -35 mon
trent le montage réa li sé, soil avec le comparateur, soit avec l'ex ten-
somèlre H uggenberger. . 

C onstatons qu 'une div ision de la montre. représentant 1/ 1 oo de 
mi llimè tre, indique une flèche diamétrale relative de 1/ 1 o.ooo si 
le d iamètre initia l es t de 1 oo mm., et de 1 / 35.000 si le d iamètre 
ii\itia l esl de 350 mm . Or, on peut très bien a pprécier le 1 / 5 de 
division, et même le 1/ 1 o. 

l a finesse du procédé de mesure est donc grande; d'a illeurs. la 
moindre fluctua tion de l'e ffo rl est indiquée avec une plus grande 
nelleté par ce montage que par les cadrans indicateurs d e la 
machine d 'Amsler employée aux essais. 

Cette flèche diamélrale commence par être proportionnelle à la 
cha rge app liquée; on est manifestement dans la phase élastique. S i, 
dans cette phase. on redescend à une charge inférieure. on repasse 
par les mêmes points du diagramme de l'essai. 

37. - A parlir d 'une certa ine charge, on constate que les défor
mations croissent p lus rapidement que les efforts a ppliqués; la limite 
de proportionna lité du méta l est fran chie dans une certaine zone 
de l anneau. En re\'enant en arrière. pa r diminution de la charge, 
on ne repasse plus par les mêmes poin ts du diagramme. Pour les 
anneaux essayés bruts de forge. des écailles d'oxyde commencent 
a lors ù se détacher de la surf ace de l'annea u. La charge F . pour 
laquelle la tension au poin t le p lus sollicité de l'anneau attein t la 
li mite apparente d 'élaslicité R. de la matière. est assu rément com
prise entre la charge ù partir de laquelle le diagramme charge-flèche 
cesse d'être recliligne el la cha rge à partir de laque lle on consta le. à 
l'aide du montage réa lisé. que la fl èche d iam étra le de l'anneau n 'esl 
p lus tota lemenl é las tique el comporte donc une parlie pennanente. 

La première de ces charges ( limite de proportionna lité) est évi
demment impossible ù relever strictement; la dernière de ces c harges 
s~ relève par lùlonnemenl. 
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Photo P-36 . 
Anneau au cours 
de la d6fonnation. 

Photo P-37. 
Anneau fortem ent 

déformé. 

' 

Photo P-34. 
Montage 

du comparateur. 

Photo P-35. 
Montage 

de l 'extensomètre. 
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On ne peul évidemment pas s,.atlendre à cc qu 'unc défonnalion 

permancnle du d iamèlre BB se conslate dès que la tension au point 
le p lus sollicilé des sections A alteint la hmile Re: en eff e l, la 
déformation du d iamèlre BB esl le résu lta t d 'une inlégralion des 
dé formations de Lout l'anneau. Il esl donc certain qu 'une défo rma
tion permanente sensible ne se relève que lorsque la limite d'élnsti
cilé esl franch ie dans une région de l'anneau d 'une étendue suf
fisante. 

L e rapporl Fv/ F. cloil Jonc être su périeur ô /'uni/é : il f a u l que 
les essais conslalenl nellemcnl ce fail. C'esl bien cc q ue l'on 
relè\'e a u tableau précéden t. Ce rapporl peul êlre variab le avec 
les proportions de l anneau el la na Lure du méta l. . 

L 'essai de l'annea·u étan t poursu iv i, on conslale que si l'on 

a ppliq ue une c harge supérieu re à la charge FP des premières défor
mations permanen tes constatées de la flèche d ia métra le, la déf or

malion no uve lle ne se stab ilise pas inslanlanémenl. Il f a ul laisser 

la cha rge consta nte pendant que lques Lemps, ava nl que la flèche 

diamétra le de l'anneau cesse de grandir sous celle charge. Le d ia

gramme de l'essai ma rque donc un pa lie r. Ce pa lier va croissant avec 

ln charge er il en esl de même de la durée de f ormalion de ' ce 
pa lier. Celle durée a pa rfois a ltcinl vingl minulcs , sans que 1 on 
puisse a ffirmer avo ir au boul de ce Lemps réellement é puisé Loule 
la déf ormalion corresponda nl à celle ch orge. D ans certains cas, on 
a poilé ln durée de ma in lien d 'une charge consla nle à plusieurs 
heu res ( cc q ue pcrrnellail la 1TH1chinc employée ) : cc n 'est que pen· 
dont les prem ières parties de ce Lemps que !"on consla la il un 

accroisscmenl de la déf ormnlion. 
L'oclion du temps est donc déiô très nel/ ement marquée pour 

ce genre d'essais dès qu'il est poussé ou delà cle fo limile d'élas
ticité. 

Les d iagram mes figu res 38 el 39 obtenus par pointage montren t 

très bien le phénomène. 

D 'au tre parl, les d iagrammes enregistrés par la mach ine d 'Amsler 

font appa rni tre q u 'à chaque nouvelle mon Lée de la ch arge, la 

courbe monle d 'abord presque verUcalemcnl po ur rattraper une 
courbe en prolongement continu de la parti e précédente arrêtée au 
moment où l'on a main tenu la cha rge conslanlc. L a reprod uction 
à la r1gure . ,o d 'un diagramme d 'essa i de l'anneau '20 montre t rès 

bien rc ph énomène. 

NOTES œVERSES 891 

· S i. après être a rri\·é i1 une charge F 1, on laisse redescendre à 
une cha rge F~ . a u lieu de mainten ir F1 conslanlc , puis qu 'on fasse 

remonler la cha rge à la va leur F 1o les courbes de descente el de 
montée ainsi parcourues sonl sensiblement para llèles à la première 

courbe de monlée du début de l'essai. • 

.Diformohons 

F Reproduction du diagramme d'essa i ig. 4 0. -
de l'anneau n° '20 . 

38
. _ A u fu r cl à mésure que grandit. au d elà de la limite 

J,, 1 l ' ·t ' I ~ force à laque lle l anneau est soumis, il se défigure e as ICI e , <• c . 1 ' 
le lus en p lus el acquierl une forme Loul à fail a l ongcc. comme 

c p h p P 0 'l que le moment 
le monlrenl les phologra p ies -36 el :3ï· n sai . . · 

fi h. · L 1 partie de 1 anneau proche du d1ametre 
éc 1ssnn t ag1ssan su r a , I d . d · . 

1 1 · t·f ' L à d ire qu i ten a 1mmuer transversa a ux c rnrges es l nega 1 . ces - - .. . 
la courbure de l'anneau. E lle décroîl donc jusqu a deveni r nulle. 

. ·I l · ·d 1 t que lorsq ue ce stade est alleinl, le moment fléma1s 1 es cv1 e1 
·h· l " l tou1·ours et JJoursui t son action dans le même sens. c issan cx1s e , b 

· n est que celte partie de 1 anneau se cour c en 
La consequence e r d 

. d sens primilif. L'anneau acquiert une orme e 8 
sens mverse u . ' 1 h p - -. f harges; ce la appa ra1l neltemenl sur a p olo · ::i1 · 
aux Lrcs orles c d 1 h l' f· ·t 
c • . I' a ccroissemenl e a c arge, anneau 1111 
En poursui\·anl encore . p - p - ) 

( Photoaraph1es -::iB el -.J9 ; 
par se rompre " . { h 

/ t e est considérable par rapport a a c orge 
Celle charge c el .rét/1p t~r ·t > Par exemple. l'ann eau '2 t , don t la 

l apparente c as 1c1 e. 
imite 
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limite apparenle d 'élasticité était de 1.s oo kg., ne s 'es t rompu qu'à 
19 -400 kg., c'est-à-dire à une charge · égale à 12,9-1 fo is la force 
donnant lieu au phénomène de la limite apparente cl ' élaslicilé ; et 
encore, cet anneau s'est-il rompu dans une soudure en sifflet, ca r 

P hoto P-38. 
,Anneau n° 21 . après rupture (f cr de S uède ). 

L anneau est rompu dans une soudure en sifflet. 

il éla it formé d 'une barre droile pliée à chaud el soudée (photo 
P-38) . La pièce commençait à s'écailler manifestement à 2.900 kg .. 
la ruplure a donc eu lieu quand on a appliqué à !'anneau une 
force G,70 fois plus grande que celle qui fa it apparaître les éca illes 
et à laquelle, d 'ailleurs, les défoçmalions commencent à être nette
ment visibles à simple vue d'ensemble (fo = 1,78 mm. pour l'an
neau 2 1). 

, 
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L'anneau circulaire présente donc une grande sécurité contre la 
rupture. Quand les déf ormalions commencent à êlre nettement 

1 vue, on dispose encore d 'une grande marge remarquées à simp e 
avant la d estruclion. 

Photo P-39. 
o après rupture (acier 0 , tra ité). 

Anneau n 2ho, J 1 . one de contact de la charge. 
. u ors e a z 

L'anneau est 10111P F ées par les pholograph ies. ) 
(Les fissures sont ren ore 



IV. - RESUME 
ET CONCLUSIONS PRATIQUES 

A. - FORMULES 

39
. ,_, C e qui précède donne les formules des onneaux circulaires 

établies par deux méthodes di fférentes. 

Première méthode, par la théorie de l'élasticilé, qui ne fait 

a ucune h ypothèse simplificatrice. 

Pour cette mélhode. nous nous sommes con lenlé d'indiquer l'a llure 

générale, sans en trer dans le détai l algébrique . mais nous nous som
mes surtout a ttaéh é à fa ire a pparaître les relations directement uti les 

au point de \'lie pralique. 

C es relalions, pour le cos de deux forces égales et diamétralemenl 
opposées. s'appliquanl à l'in trados et sollicitant donc l'anneau en 

traction généra le, sont : 

T ension ci rconférenlielle en A. à l'extrados : 

F 2 À2 

( u A)extrndos - - l- · - - -
n.e J rr i - À2 

I 

4 c.o n( 1-À2) ( 1- À2n) Àn 

I + :- u~ -(-,--À-2n_)_2-_11_2_1~2-n--2-(_t_À_2_)_2 
(33 ) 
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T ension circonférenlielle en A . à l' inlrados 

( C7B ) Int rados 

Tension circonférenlielle en B. à l'extrados 

F 2 ,\2 

( u B ) ex t rodos 

r1.e 1T 

4 ~L ( -1 ) (n/2H _ _ n_(_1_,\_2_)(_i _ _ À2_n..:._)_,\_n _ _ 

( 1-,\2n)2-n2,\2n-2( i -,\2) 2 

(35) 

Tension circonférenlielle en B . à l' inlrados : 

( uA ) 1 n trad os ,,: l~ ' 
l + - ~ CIJ 

ni=2 

2(1 - ,\2n) 2 
(- 1 )( nV2)- 1 (---- ------- t ) 

( 1- ,\2n)2-n2,\2D-2( i -,\2)2 

(36) 

D ans ces formules, n est un nombre pair posiliF et ,\ = r1/ r •. 

On a vu que lorsqu' il esl n · . d 
l'éla slicilé. les formules p l" ecessa1re e recourir à la théorie d e 

l
' ra iques ne son t p11s ] • ] 

où anneau esl soll icité en l t · , < es memes pour e cas 

II 
rnc ion génerale et j · · 1' 

so icité en compression générale ( d . ce u1 ou anneau est 
par eux forces diamétra lement 
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opposées a gissanl respeclivement à l' in trados et à l'extrados). Dans 
cc second cas, donl les circonstances d 'a pplicalion sont l rès diff é
rcnlcs de celles du premier cas, les formules ù a ppliquer sont don

nées à l'annexe 1. 
Pour l' a pplicauon des formules ( 33) à ( 36 ) . au calcul de très 

gros annea ux, seuls cas pour lesquels la théorie de l'élaslicilé 
s'impose, on peut se limiter, dans les séries, a ux termes pour lesquels 
n = 2 , 4 . 6 . 8, au lieu de devoir poursuivre jusqu'à de grandes 

valeurs de n. 
Dans ces condi lions, l'applicalion numcnquc de ces formules n 'est 

pas ardue; un exemple a élé traité au § 16 . 

Deuxième méthode, par la résistance cfes malériaux. 

Ici, le calcul se fa it en utilisan t les formules de la flexion d 'une 
p ièce longue courbe ; on néglige les dé formalions , des seclions trans
versales et on suppose que celles-c:i resten t planes après. comme 
a\'anl déformation. A lors que les formules obtenues par la théorie 
de l'élaslicilé sont valables pour Lous les anneaux, même cxcep
Lionnellement gros. les formules obtenues par la résistance des maté
riaux ne sont pas \'alables pour les très gros anneaux. 

Ces formules élant applicables pour aulanl que le rapport ,\ ~ o,6o. 
e lles le sont pour Lous les cas de la technique couran le. l es essais 
tant mécan iques que photo-élasliques ont montré que ces fonnulcs 

é lnient fort exacles pou r Lous les cas courants. 

En fa it, seuls les anneaux exceplionncl lement épais exigent l'emploi 
des formules de la théorie de l'élasticilé . D 'ailleurs, pour un anneau 
déterminé, les formu les de la résislan cc des matéri aux conduisent it 
; dmellre une force portanle p lus faib le que les formules de la 
théorie de l'é lasticilé. A u point de vue de la sécurité, il n'y a donc 
pas de danger à appliquer les formu les de la résislance des maté-

ri aux. 
1 méthode par la résista nce des malériaux se réduil au poi11L 

de -~ue pralique à la formu le générale ( 26). dans laquelle on se 

l i q
ue -' est compté posi li f ,·ers l'ex trados el négnlif \'Crs 

wppe era -
l" inlrados. 

Celle méthode ne dislingue pas, sinon par les signes. le cas de 

1
, souin is à une traction générale de celui de l"anncau soumis 
a nnea u 

à tlllC compression générale. 
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Pour l'un et l'aut re cas 

a ) pour les anneaux f10bi1uels, c'esl-à-di re lels que À = ri/r~ 
5 o ,60, la lension circonférenlielle maximu m se produit en A. a 
l'extrados des sections où s'appliquent les charges; on désigne ci-après 

par u' la valeur absolue du z' en ce poin[; 

{3 ) pour les anneaux épais, c'est-à-dire tels que À = n/ rc. ~ o,6o, 
la tension circonférentielle maximum se produit en B. à 1 intrados 
des sections transversales a u d iamèlre de charge; éi-a près on dési

gne par v" la valeur absolue du z' en ce point. 

D 1 ' 6 1 formule à appliquer esl donc ans e cas a , A 5 o . o , a 

F 
(60) 

{ UA )extr:ulos 
1 + v'/ p' 1'/v'. p' 

D ans le cas {3 , ,\ ~ 0,60, la formule à a ppliquer esl donc : 

F 
( uB )int rados -

1 - v"/ p' l'/v".p' 

2 l' 1 

2 7T 

+-.- ] 
u" .p' n 

( 6 1) X [ --

Ces fonnules ne présentent aucune difficulté d'application pou r 
le calcul d' un .anneau circulaire déterminé . Nous reproduisons deux 
graphiques qui en facilitent beaucoup l'emploi et qui, en outre, 
permellent l établissement d 'un anneau devant répondre à un e solli
ci ta lion connue (fig. '.JI el ,12). 

La figure 4 1 esl établie sous forme relali \'e el la courbe qui y esl 
tracée esl donc va lable pour Lous les anneaux. La première parlie JJ' 
de celle courbe se rapporle aux anne<1ux relativement minces, c' esl
à-d ire aux cas de la technique couranle. pour lesquels ,\ 5 0,60; la 

o.~, 
,_.._~11; 
>-~~ 

-:: 
~ 

f--- - 'Il: 

(l/5 ~ 

- · 

(J.10 

().05 

it." Q9 

/ 
/ 

/ qt 

" 1 

' / 
W' 
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~.r. nt. a( 'X IC/i 'ClJ Va1 re 5_ 

C/J ~r~ ~S . re Val ve. ~ ~ a~.; C/81 le.s. li •s ' 'inn led i/,X: 

/;Jj ~u~ 'en• ~/;~. ~ou 72/• 
1 i-

i-- J' 

/ :,.,..--..--4-· ,.,..,..-: . ~,\, / 
/ F 

, 
v' 

.~. ~· - . )·-
, 

"" ,V"' 
1

1' l 't/J , 

'-r·/ ,' V 
-,---

V 1 

V 
/ 

V 
V .Ha /: , ~ · 

ioDO 1:-,_.!:.. 

~ 
V e 

a ,/ 0.6 qs o,4 ~~ 

Ji'~ 'Dor• .. ~ =-~ 
~ 

-, ~. 

P.2 o.~ a4 <7.6 0.7 0.11 q!I J;~ 

él I 
Wa,,. ~o.-1 ·..,. = -:! ~ 

V 
, -

42 Q.3 q4 q~ 
0,1 

Fig. 4 1. 



900 ANNAL~S DES MINES DE BELGIQUF 

d euxième partie J'J" concerne les anneaux relativement épais pour 

lesquels À ;§ p.60. 

Celte courbe donne le rapport cp - en fonction du 

rapport a/ p, ou de d/2. p, ou de d/2 ri , ou de À = n/re; Ru désigne 
la tension d 'utilisation admissible. 

La figure 42 présente une série de cou rbes couvrant tous les cas 
pratiquement rencontrés. Chaque courbe se rapporle à un diamèlre 
inlérieur déterminé el elle permel de trouver le quolien t F / Ru en 
fonction du diamètre du fer de l'anneau. Inversement. ayant à faire 
supporler une ch arge connue. on oblient immédiatement le~ dimen
sions qu' il est possible de donner à l'anneau. C haque courbe se 
compose de deux parties correspondant respeclivement aux deux 
parties J j' et J'J" de la courbe de la figure 4 1. L 'échelle des ordon
nées est proporlionnelle à la racine carrée des nombres représen tés. 

Occupons-nous spécialement du cas a (À 5 0,60) . qui comprend 

presqu e Lous les anneaux utilisés dans la pralique. 
D ans ces conditions, la plus grande différence en tre p et p' étan t 

à p eine égale à 1 .6 % de p. on peut. sans erreur sensible. suppoaer 

p = p et v' = a. 

La formule ( 60) peut s'écrire alors : 

(2ri / cl+ 1)2 F 
( aA ) exlrndos = 1 ,62 . --- ---

( 2 r1/d + 2) 

O n remarque, en 011tre, qu 'à une erreur max imum d e 6.6ï % 
près. dans le sens de la sécurilé. on peul, si À s; o.üo. sirnplil'icr el 
écrire : 

2 r; F 
(CFA) ext rados 1,62 . 

d d2 
( 62) 

D onc, en remplaçan t ( aA ) oxt rn!los par R 11 • tension d' util isalion 
adm ise . de celle demière relation on li re la formu le pra tiqu e 

d - :;

- 1,62 
- - .F.(2n) 

R" 
(63 ) 

~Ili O:::t:l 

" l") ,,,~, 
Il Il 

~/ r:i::;~ 
. ' ., .eu 

~ 1::: -..; 
~ "' ~ ~ 
" ·!:: 

t::. " ...... 
-...-

~ 
:ii 
~ 
'b 
0) 

{; 

~ 
s .,, 
~ 
"' .'!! 
l.. 
() 

Q.. ., 
Ill 
t 
~ 
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uu C'ncurc 

en posant . Ku :/~ 1. ( 65) 

La figure '13 est un d iagramme lognrilhmiquc qui traduit ce tte 
formule; cetlc figure n'csl qu 'une lransformalion de la figure 42. 

compte tenu des simplificalions indiquées. Ce graphique donn e une 
série de droites se rapportanl chacune iL un d iamètre inU!tieur déter
miné. En° abscisse est coté le diamèlre du fe r de l'anneau. et en 
ordonnée la valeur de F/ Ru. comme à la figure 42. L 'utilisation 
de ce graphique est immédiate. Outre !"échelle générale des ordon
nées. donnant F / Ru. nous avons dessiné huil échelles particulières. 
indiquant direclemenl la charge que r an11 cau peul supporler dans 

huit cas différents. 

B. - TENSION D'UTILISATION ADMISSIBLE 

110. - Analyse de la situation oclue/fo. 

Les lex tes officiels acluellemcnl en vig11cur c11 Belgique et se 
rapporlan t aux chaînes de suspension sont les sui vé1n ls : 

1. A rrêté royal du 1 5 septembre 1 9 1 9. - Çoordinalion des lois 

minières. 

Article 23. - « Les chaînes et aulres pièces de suspension des 
cages seron t en mélal de qua lité supérieure el devront posséder une 
résislance au moins égale à dix fois la ch arge maximum d 'extrac

tion. » 

2. A rrêté ro)'ol du 20 février 1933, modi fié par les arrêtés royaux 

des 1 1 septembre 1933 el 12 moi 1 938. 

Cet arrêté royal portanl réglementation des appareils de levage 
el chemins de fer aéri ens en usage dans les entreprises industrielles 
el commerciales ou tf~s que les lrovoux soulerrains des mines, miniè
res et carri ères ne f ai l pas men lion des coefficients d e sécurité à 
admcllrc dans la conslruclion de ces appareils . 
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3. Arrêté royq/ du 1 1 jui/let 1 93G. - Essais et yérifica tiQn des 
agpareils de levage et engins fixes à bord des navi res. 

Article 1 er. - Avant mise .en sen·ice : 

« Les appareils de levage, apparaux. d es navi re~ et les engins fixe~ 
de bord considé rés comme leurs accessoires, y compris les · mâts de 
charge. les pivols. les laquel~ . les œi llets ou au tres access.Qires. 
doivent. aYart )eur !)lise el") service, êlre éprouv~s avec Uf)e !=h<i-rge 
d'essai te!Je qu'elle est fi xée ci-après 

C harf$e de sécuri té : 
Jusque 20 tonne$ . 
De 20 à 50 Lonnes . 
Plus de 50 Lonnes 

Ch~rge d'essai : 
~5 % el} plL.JS. 
5 lQnnes en plus. 
1 o % en pJus. ~ 

J\rticle 3. - Essa i préalable des engins mobiles : 
« Aucune chaîne. anneau, crochet, manille. émerillon ou poulie 

ne peul être utilisée pour soulever ou descendre des charges avant 
d 'avoir été essayé et vérifié avec une charge d'essai telle qu'elle est 
définie ci-après : 

C haîne 
M.anilJe 

l\nne9u 
Crochet 

E meri llon 

Pou lie à un 

Eng.in: 

réa 

) 
1 

! 
Chain.es .calïbcées utilisées avec des ) 

poulies mues à la main. ainsi 
que les a nl)eaux. crochels. ma
nilJes ou émerillons y a ttachés 
d 'une mal} ière permanente 

P oulies mues à la main et em
ployées avec des ch aines cali
brées et ann.eaux, crochets. ma
nilles o u .émerillons y aUachés 
d 'une manière permanente 

C harge ~·.essai : 

1 oo % en plus de la charge 
de sécurité. 

~oo % en plus de la charge 
de sécurité. 

50 % en p lus de la charge 
de sécurité . 

50 % en plus de la charge 
de s.écyri té. 
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» Après avoir été essayés conformément aux prescriptions ci-dessus. 
tous engins de levage avec les engins accessoires et Lous les engins 
mobiles seront inspectés, les réas et les axes des poulies é tant démon
tés afin de vérifier si aucune pièce n'a été abîmée ou n 'a subi de· 
déformation permanente. » 

Article i 1 • .-- Coefficient de sécurilé : 

« Il est recommandé d 'utiliser au moins les coefficients de sécurité 
déterminés ci-après dans la construclion des engins de levage 

Pour toute partie métallique d 'un engin de levage : 

Quand la charge de sécurité est de dix Lonnes ou moins . 5 

Quand la charge est de plus de dix tonnes . 
Pour toute partie en bois (bois sain) 
Pour les chaînes 
Pour les câbles métalliques . 
Pour les câbles en fibre végétale 

4 
8 

4,5 

5 
7 » 

Ces texles ne précisent pas quelle est la tension d'utilisation ài 

in troduire dans les formules de calcul des anneaux. 
Pour les mines, on se borne à dire que la charge de rupture d 'un _ 

anneau doit être aù moins dix fois supérieure à la charge maximum 
d'utilisation. Les essais que nous avons décrits dans ce mémoire· 
montrent que, même si l'anneau est soudé et que la soudure est 
relativement défectueuse, la cha rge de rupture est toujours plus de 
cinq fois supérieure à la charge qui produit les premières déforma
tions permanentes. à condition que le métal soit resté ductile et 
n 'ail donc pas été écroui en service prolongé. Les essais montrent, 
en outre, que cette dernière charge est au moins égale à celle cal
culée par les formules (57) ou ( 63) dans lesquelles on introduirait 
à la place de u o~ Ru la valeur de Re. limite apparente d 'élasticité 
de la matière de l anneau essayée en traction simple. 

II en résul~e que la prescri ption en vigueur pour les mines serai l 
salisfaite si 1 on prenait la charge d'utilisation calculée par la for-
mule ( 60) ou la formule simplifiée ( 6-) formul d j JI 

d 
. . • :> • es ans esque es 

on pren rait pour tension d utilisation R att pl j ·t· · d 1 
1 

u us a moi 1e e a 
tension Re. imite apparente d 'élasticité de la matière. 

Pour les anneaux des engins mobiles des na · b . 
h d

, . d 
0 

. vires, on se orne a 
une c arge essai e 1 oo Yo supérieure à ] ] d' ·1· . · 0 . • . a c 1arge uti 1satron 
prevue. n ex ige qu apres cet essai il n 'y ·t d 

• ai aucune trace e-
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défom
1
auon permanente. On ne précise pas comment n i surtout 

avec quelle précision ce fait sera constaté. Toutefois. en principe. 
cela indique que le calcul ne peut pas se faire avec une tension 

d'utilisation Ru supérieure à la moitié de R •. 
Pour les élémen ts des engins fixes des navires, on prescrit une 

h 
d'essai de 2o:; % supérieure à la charge d 'utilisation si celle-ci 

c arge _, h d ' . d 01 
est au plus égale à 20 tonnes; on exige une c arge essai e 1 o 10 

supérieure à la charge d 'utilisation si celle-ci est au moins égale à 

0 
tonnes; enfin , pour une charge comprise entre 20 et 50 tonnes, 

~n impose une charge d 'essai égale à la charge d 'utilisation augmentée 

de 50 tonnes. 
De tels essais ne peuvent avoir aucune signification réelle; e~ effet, 

les deux seules choses que l'on puisse constater au cours d un tel 
· t ou la rupture ou l'apparition de déformations permanentes. essai son . • . 

D 'après les essais décrits dans le prése~t . mémoire, un .essa '. 
d 'anneau de 50 tonnes, par exemple', éprouve a une ~harge ,d essai 

cl X 50 
- - 5 tonnes et qui n aurait pas montre de deforma-

e 1,10 - ::> • 
lion ermanente, ni de rupture, aurait cependant p~ faire dépasser 

t~ction la limite d 'élasticité de la ma tière à l endroit le plus 
enJJ· ·t . JI en résulterait que la charge d 'utilisation, appliquée stati-
so !Cl e. h 1 d' l t pourrait p ratiquement atteindre la c arge imite é asticité, 
quemen . . .. 

qu. est évidemment madm1ss1ble. 
ce i l' d d 11 en serait presque de même pour anneau e moins e 20 tonnes 

· a' 125 % de la charge d utilisation. 
essaye 

C. - SOLUTION A ADOPTER 

4 1
• ,_, Bases logiques de cette solution. 

E xistence d 'une formule très simple . 
1. 

3 

d = Ku . V F. ( 2r1) 

en posant 
Ku = +.3 j i .62 

V Ru 
(65) 

el1 graphique très simple (fig. 43): valable dans les limites 
traduite 1 d l de 1' élasticité et conclue de raisonnements c assiques e a résistance 

• 
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des matériaux. Elle est remarquablemenl confirmée par des essais 
précis. tant mécaniqu!!S que pholo-élasliques. 

2. Absence d'une formule perrnellanl d'eslimer correclement la 
charge de ruplure. On a toutefois la cerli lude expérimenta le que la 
charge de rupture statique est au moins cinq fois su périeure à celle 
que donnerait la formule complèle (57). d ons laquelle la tension est 
remplacée par Re . limite apparenle d ' élaslicité de la matière en lrac
lion simple sta lique. ' 

3. Nécessilé, étant donné que la charge peu t êlre appliquée brus
quement sur l'anneau , de n 'adopler comme charge d'utili s~Uon sta
tique préVJ.Je, que moins de la moitié de celle qui ferait atteindre à 
la Lension maxim um en traclion , la limile apparente d"élaslicité R •. 

4. '·écessité, pour tout engin soll icilé par de's charges .fréquem menl 

répétées {souven t appliquées brusquement). de n'adopler comme 
ch a rge d 'utilisation slatique qu'une ch arge qui ne ferait pas dépasser 
à la tension max imum, en traction, la moilié de la limile d'endurance 
du métal. c'est-à-dire environ le tiers de R0 • 

D. - CONCLUSJON 

,12. - Les anneaux ci rculaires de seclion lrnnsversalc circul«ifc ~onl 
à calculer au moyen d es formules : 

a 
cl = Ku \! F. (Hi) ou 

en posan t : 

Ku V .. 62 

Ru 
ou du graph ique figure 43. 

La lension d 'uulisalion à adopter est 

pour les appareils miniers : 

Re 
Ru =--

s 

d3 . 

F 
(2 r;) .K3u 

~ ..... -------~---------~~ 

NOTES DI VE RS ES 

pour les apparei ls industriels et de marine : 

Re 
Ru=--

90Î 

Les essais avont riiisc en ser\"ice dôivent loujours êlrè effectués au 
thoyen d'une ch arge slalique de 1 oo % supérieurê à la charge d 'uti, 
J1sation. Après un tel essai, a ucune déformation permanente ne peul 
être conslalée à l'aide d 'appareils de mesure donnant le l / 1 oo dè 

ttiiÎÎimètrè. 

Remarque. - D 'après les essais, la charge d'utilisation slalique 
cabilée de celle maniète est en sécurité sur la chatge de rupture 
statique, d 'au n'loins 1 o pour les appareils miniers et d 'au moins 8 

pour les autres. 

Tabfoau des vaÎeurs cartrcléristiques utiles d es principaux métaux 
employés pour les ahneâux : 

. 

., • CJ Tension admisible Vâleur de K !::! • 'ëi R. ~ .. 
:~ ·~ .. § u 

- E û §' 6 -... ...,,_ i.:::ti - cl . .. CO c ":' jp r: "' 
c;: 

M111iêre "ti-"' -~~ ~ 

-~ ·Ë js jcb 0 CJ ., ~ g E c ïn Ei ~~ v; ~ .. 
0 :::,.:i ' E .:: e a: en tt: ~ 

·~ IZ 
~ c u ~ 

il!" ]3 
::i --

tin ~ -
~ !;O:: -oc.. :S;., . i::: ;:;---....,. ., p.. ..: Il" 

..>: - "" !"' o. 0:: a:; 
"' ... . .. ... 1 

ili u ' lil " Il l ·- ._ liii' ,- liiiliiii iliili ~ g . - -.. ....... . . 
Fer de Suèdè .').),O 2!!,o 7,3 8,13 0,605 (>,570 

Fet n° 5 
36,0 15,9 8,6 10,4 0,574 0 ,538 

Acier doux 4.j,O 28.0 9,:) 11 ,2 0,559 0,52!) 

Acier D traité. 67,9 5 1,3 17, 1 2ô,5 0 ,456 0.429 

.. 0- ·~~1:rait s'étohner que, dans ces conclusions, il n 'est pas fait 

l
' n p ux tensiohs élevées se produisant dans là zone du contact 

a iusion a · L · lè [ el t · cl 1 I· ·t 
l 1 

• , d · deux anneaux. e ca u e ces ens1ons, ans es 1m1 es 
ocà be e d f · ·[ ét' · t é " §§ · 
d 1

, ' l t· ·té oit se aire comme 1 a e mon r auA 17 a 19. 
e easici ' 1' d ·dé · 1bl d' ' ·t · qtie on oit cons1 rer cemme utlposs e ev1 er que 
On a vu f h· d 1 ·1 1 l· l . d ' ' lasticité ne soit tanc 1e ans a zon é Gu contact bca 1sé. 

la r)1~t_'.:! d ehs cette zone, lè métal est en défoflnatioh plastique c~ la 
. . oncj a on tact s'étale sous la charge. Une telle situation n est 

re_gion bie ~ t.fê pour uné mà tlèrl:: duclile; elle sera it tlésastr~use pour 
accêpta . . q raide ou devenue telle. Dans cette région , la matière en 
une matiere · 

~------.................. .. 
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Le traitement subi par l'acier D est le suivanL : trempé à l'eau à 

875°, ensuite revenu à 625°. · 

ll est à remarquer que I' « A ssociation des Industriels de Belgique » 
utilise depuis longtemps les valeurs suivantes de Ku : 

Matière. Mines. Industrie. 

Fer de Suède 0,580 0,550 
F er n° 5 0,550 )°,440 s'. ( 2 ri) < 200 mm. 

0,550 SI ( 2 r1) §; 200 mm. 

La charge qu'il est possible d'appliquer à un anneau donné ne sera 
pas fort différente. pour la plupart des cas, qu'elle soit calculée avec 
ces anciennes valeurs de Ku ou avec les nouvelles. 

plasticité trouve sous elle une matière qui l'é treint. JI n en est pas 
a insi dans une zone sollicitée par traction. 

Dans les anneaux en service industriel. on se trouve toujours dans 
le cas où À 5 0.60, et l'anneau est sollicité par traction générale: la 
région de plasticité par contact est donc toujours à l'intrados, .tandis 
que la tension maximum de tracti?n s~ produit toujours à l'~xtrados. 

L 'expérience semble montrer qu il n y a pas de ruP.ture d anneaux 
industriels. sans' défauts. ~e produisant autrement qu'elle ne se produit 
en laboratoire, c'est-à-dire que la rupture n'est pas provoquée par 
l'effet des tensions élevées de la zone du contact. 

C ette conclusion semble même pouvoir s'appliquer au cas des 
anneaux écrouis, dont la rurture débute aussi a illeurs que dans la 
zone du contact. Toutefois, i est indispensable. étant donnée l'impor
tance des anneaux dans le dispositif mécanique auquel ils appartien
nent, d'exiger que la matière de ces pièces garde toutes ses qualités 
de ductilité et ne soit pas écrouie par l'usage, à la suite d'actions 
excessives assez fréquemment répétées. 

On sait, en effe t, que les mafières dont sont faits les anneaux 
peuvent, à la longue, s'écrouir gravement et prendre le caractère des 
matières absolument raides, auquel cas des ruptures sous charge 
réduit e, el quasi sans déformations, sont à redouter. 

Il est donc indispensable de maintenir / ormellement la pratique 
d'imposer un recuit périodique des anneaux. 

Cette question de l'écrouissage des anneaux sera reprise dans une 
note ultérieure; elle revêt une importance primordiale, et les conclu
sions du présent mémoire ne sont applicables que si les anneaux 
ne sont pas écrouis. 

li est possible que s'impose ultérieurement. à cet égard. un con
trôle par radiographie. 

NOTES DIYERSES 909 

ANNEXE 1 

, / d eaux circulaires de section transuersale rectangulaire, l· ormu es es onn , l· , . 
li .. 1 • ar deux forces diamétralement opposées. opp 1quees soit 

so ICI es p . d' ·1 . , 
/
, d ·1 • l'extrados supposées une part um armement ù in/ra os, soi a ' . , l 

1a·n arc el d autre pari, concentrees, par a réparties sur un cer 1 • 

1héorie de l'élasticité. 

N . problèmes par la théorie de l'élasticité. 
- ,......, ous traitons ces , , l h· . d I' •) 4
.J · ) 1 . · • demment cl apres a t eone e e as-

L formu es c onnees prece f 
es . ) cas de deux, ·orces opposées, concen-

t· ·t ' concernaient que e li l ' 
ICI C ne ]· . à J'· t dos c'est-à-dire SO ici tant anneau par trées et app iquees in ra . 

t t"on d:ensemble. l d· ·b · 
une rac 

1 
. • • l valables quelle que soit a 1str1 utron 

L s expresswns genera es d 
e · , . d·strtbution symétrique cepen ant, sont : d es forces exteneures. en i 

( + ) -n-2C - (n-1) (n +2)r-nDn ] -n n 1 r n 

Ao 
aa == -7 

( + ) -n-2C + (n-1 }(n- 2} r-nDn ] 
+n n 1 r n 

cos na 

cos na 

'; [ n(n-1 }rn-2An+n(n+ t )r11Bn 
ra n=2 

(66) 

-n(n+ 1 }r-n-2Cn-n(n-1 )r-0 Dn ] sin na (68) 

· de n sont à prendre en considération . 
Seules les valeurs paitrest A B C n et Dn diffèrent suivant le 

l 
des cons an es n. n. 

Les va eurs ·eu 
!licitation extérieure en J • 

genre de so 

---------------------· 
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Dans l expression de ces conslan les intervient le groupe 

avec 

À ' (70) 
Ï'e 

Ce groupe n 'est pas influencé par le mode d e charge. 

44· - Ces formules de\'iennent les suivantes pour les quatre cas 
paflicùliers considérés 

Premier é:bs : 

D eux forces exléri eures F suprosécs un if ormé~cnt 
r?diale_ineht . s ur une certaine élenduc angu laire (3 , e[ 
l in trados, c est-à-dire ei1 lraclion gêné.ra ie (fig. 

4
_
1
) 

fj 
Ao :::;:: ----- . F. 

7T( 1- À)2 
Co - -----

',--1.t_ ' 
; 1 --:' 

Fig. 44. - Anneau sollic ilé par une charge 
répartie à l'in lrados. 

dis lri6uées 

agissant à 

~-

1, 
\ .. 

SOTES DJVF-RSES 

Pour n ~ 2 el ayant d es rn leurs paires seu lemen t : 

F 
_ ( - l )<n/2)-1 __ . re-n+2 . Àn An 

7T.fj 

n( 1-,\2) +À2( 1- _Â21'.) . 

(n- 1 )Qn 

F 
Bn = - (-1 ) (n /2)-1 - - . re-n. ,\li • 

7T.fj 

F 
(

- 1 ) (n/2)-1 -- . ; én+2 . ,\n . c .. = 
7T. r1 

n( 1_ ,\2),\2n +,\2 ( 1-,\211) 

(n+ 1 )Qn 

F 
) 1 Il \li 

On= - (- l}(n/2 - -- . ro . "' · 

Deuxième cas : 

7T. r1 

n( 1_,\2),\211+ ( 1-À2") 

(n- i}Qn 

sin n. {3/2 

n. {3/2 

sin n. {3/2 

n . {3/2 

sin n . {3/2 

n. {3/2 

sin n . {3/2 

n . {3/2 
(75) 

f . t • rieures F supposées uniformément distribuées 
D . orces ex e . . , l' d 

eux étendue angulaire /3. et agissant a extra os, 
d· l men t sur u ne , (f· ) 

r~ ra ·ed· otimpression géneralè rg. 45 : 
c est-a- rre en 
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ANN ALES DES 

r •. >..2 
- . F. 

7r( 1->..2) 

MINES DE 

Co 

F --

---F 

CELGIQUE 

'.>:rr( 1- >..2)re 

fig. 45· - ~nneau sollic.ilé pa r une charNe 
repartie à r extrados. " 

. F 

Pour n ->- 2 t t d 1 e ayan es va eurs pai res seulement 

F 
- -{-1 )<n/2)-1 __ . r - n+2 " . 

7T.r. 

n( 1->..2)>..2n+( 1_ >..2n) 

(n-1 )Qn 

F 
B

11 
- (-1 )<n/2)-1 __ . r.-n 

7T.re 

n( 1- >..2)>..2n-2+ ( 1_ >..2n ) 

{n+ 1 )Qn 

sin n. (3/2 

n . {3/2 

sin n. {3/2 

n . {3/2 

(76) 

' •"-

NOTES DIVERSES 

F 
Cu = -{-l )<n/2)-1 - - . r0 n•2 . >..2n . 

r..ro 

(n+ 1 )Qn 

F 
1)

11 

= (-l )Cn/2)-1 -- . ron . ,\2n-2 . 
7i'.rc 

n( 1_ >..2) + ( 1_>..2•i)>..2 

(n-1 )Qn 

sin n. {3 /2 

n . {3/2 

sin n. {3/2 
(80) 

n . {3/ 2 

C e deuxième cas est forl apparenté au cas d es essais effectués 
sur tuyaux cylindriques, avec interposition d'une barette en bois 

régnant sur un cerlain angle. 

Troisième cas : 

D eux forces extérieures F supposées concentrées et agissant à 

l'intrados, c'est-à-dire en traclion générale. 
sin n . {3/2 

Dans ce cas. r angle {3 tend vers zéro. le groupe ----- tend 
n . {3/2 

vers 1 . donc les formules du premier cas restent applicables. mais se 

simplifient en posant : 
sin n. {3/ 2 
------ (81) 

n . {3/2 

Cela reproduit les formules déjà données antérieurement (formu

les 3 1 et 32 du § 12
). 
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Q uatrième cas : 

D eux forces ex térieures F supposées concentrées et agissant à 
l'extrados. c'est-à-dire en compression générale . 

sin n . {3/2. 
Dans ce cas, l'angle {3 tend vers zéro. lè groupe ----- tend 

n . {3/2. 

vers 1 . donc les formules du d euxième cas restent applicables, mais se 
simplifient en posant : 

sin n. {3/2. 

n . {3/2. 
(8 2) 

Exemples numérique : 

0 ) La force in térieure est répartie sur un arc de 20. 

Les termes obtenus au n° 19 pour n = 2 , 4, 6, 8 sbnt à multïpÎier 
respectivement par les coefficients réducteuts : 

1 . 1 ; 0,999 ;· 0,998. 

b) La force in térieure est répartie sur un arc de 100. 

Ces mêmes termes sont à multiplier respectivement par les coeffi 
cients réducteurs : 

0 .996 ; 0 ,979; 0 ,954 ; 0,920. 

c) La ftJrce intérieure est répartie sur un arc de 150. 

C es mêmes ttlrmes sont à mu ltiplier respectivement par les coeffi
cients réducteurs : 

0 .989 ; 0 ,954 ; 0 ,900 ; 0 ,827 . 

. 
,(,• 

J, 

~OTES :.>!VE RSES 

ANNEXE Il 

A /. · d la métliocle cle la résistance cles matériaux à l'étude 
pp icat1on e { J [· { 
du maillon circulaire étançon né. sollicité par ceux orces roc ta es 

éga{es et opposées (fig. 46 el 47) · 

45
. ,....... La symétrie donne immédia tement 

To = o. 

Mo= o. 

F 
TA = - - - ( immédialemenl · à côté de la ch arge) 

2 

i~ 

1 

0 

Fig. 46. ,....... M ail!on étançonné 
(sollicitation cl ensemble) . 

d'équilibre slalique donnent en outre 
Les équations 

2 . N.\ = - No . 

d d , in connues 
][ y n one eu x 

h)•persla tiques, par exemple . M \ 

et N A. 
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Les équations de défonnalion donnenl : 

Arp - Arp = o. 
A 0 

A X - A X =O. 
A 0 

L'étançon n 'est pas fléchi, il ne subit qu'un effort longitudinal. 

z; 

fig. 47. - ·Maillon étançonné 
(sollicitation d 'un quart du maillon) . 

La première équation de défomialion revient à : 

A 'P - A 'P = 0, 
A B 

el elle donne : 

Arp -Arp 
A B 

B M 
S -ds 

A E.l 

L'équation devient 

F 
[ MA +NJ\.p.( 1-sin a) - -- . p . cos a ] p.d a = 0 

!1 

NOTES DIVERSES !:117 

1T 1T f «/l. 
MA . p . - + N'A . p2 . - - NA . p2 sin a . d a 

2 2 0 

F sr.h· 
- -- . p2 cos a . d a = o, 

2 0 

f\fa 1T « F 
-.-+NA.(--1) --=o 

p 2 2 

La seconde équation de défonnation revient à : 

+fAB N A X - A X = ( z -z ) . A rp -- • d X 
A o A B B E.n 

f
:\ 

-~ 
Jl 

T s·\ M 
G.

n . d:: + B. (z -z). - . J s 
H A. E.l 

+S
B No 

- (-dx) 
o E.no 

Par raison de symétrie 

La figure 47 montre que nous arnns 

F 
T = - . sin a - NA . cos a 

2 

F 
N = - . cos a + NA . sin a 

!2, 

• 
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F 
M = MA - - - . p . cos a+ N:\. p ( 1 - :- sin a) 

2 

d x = d s . sin a = p . sin a . d a 

d z = d s . cos a = p . cos a . d a 

d s= p .d a 

D onc, l'équa tion devient 

MA 

F.p 

ïT 

E.L 
( - - 1) 

2 

NA ïT 1 

+- (- .-+ 
3 7r 

+ 
F 4 E.na 4 4 E.L 

E. la 

1 

+2.-) 
E.n. 

1 1 ~ p 2 

+ ( -.-- - .- -- .-) 
4 E.na 4 G.na 4 E. I,. 

o. 

Les éq ua tions ( 83 ) et ( 84 ) associées fo rmen t un système per

mettant d e trouver Ï''IA et N A. La q uestion est ainsi résolue , et le 
résulta t est le suivant : 

1 NA 2 

F.p 
--- (1 --) 
7r F 7i 

r 

NO'l'ES D I Vfüt~m::, 

E 

8 
(--~) 

9lfJ 

« +ïT.~. -- + 
G 

8 p2 . na na 
(« --) .-- + 8 -

7T ' " n. (86) 

.1C> . .....- Le calcu l mu11 lrc qu 'il y a dans choque d cmi-a11neau. d\111 
<ô té de 1'éla11ço11 . c11 t1 e l' élanço11 cl l<l clwrgc. d eux poinls d'inflexion 
;, cl i" (fig. _, ). 

c / Qc-

1~ / 
:X~ A 

·' 
lz " 

' c Q,, 

c // 
/ . / 

lz 
:_,,/"'-A;.;._ __ ...._ __ ..;..;.,i_ 

! Ha ....._ 
o. 

1 

/ ' 
iz ' 

' C X 

M a illon é lançonn é. 

So llicila lion cl équilibre de diverses porlions. 

Lt p lwlu-éla slicilé nous cu11 f ir111c bien cc résullal ( phulo P-.1u). 

cl donne ces puinls lrc\s cxoclemcn l à la pl<lcc indiquée par la 

Lhéorie. 

Lorsqu 'il y a <:l insi deu x points d 'in Flexion en tre lesquels ne s~ 
lrou\·e ni ch arge exlérieure ni nœ uds. da ns celle part ie-là d e l'ensem

b le le polygone des poussées esl )a dr-0 ite qui jo int ces point 
d ' in flex ion. Leur connaissance pe rm et donc d e le\'Cr de s uilc ,.élude 

complète de ce maillon étançonné. 
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Photo P-40. 
JVlail lon é lanço11né . 

Li!,!ncs isorhromaliqu es et po1·11ls 1· fi c in rx ion. 

\ -

L'lntervapeur V erviétoise 
ou 

La distribution urbaine de vapeur à Verviers 
par 

Paul HAIDANT, 

Ingénieur Principal poul' la Protection du Travai l 

et 

Heefo1· PAQUAY, 

Ingénieur pour lu Protection du TraYail. 

I. -- SITUA'l'ION EXISTANT E"N 1935 

De nombreuses usines textiles rassemblées à Dison et à 
Ve1·v iers disposaient chacune d 'u ne installation productrico 

de vapeur. 
On sa it que les usines textiles sont de grosses consommatricrs 

de n1penr qu 'ellcs nt il iscnt pour le cha nffagc }HU' bal'botagc 
on par sm·face de5 bains de teinture ou cl 'apprêts, des larni1·s 
de laine, des ~échoirs, etc., et pou1· le conditiouncmeut r1e 
1 'a tmospbère des a tcl iers (chauffage, hum iclifica tion dans les 
ateliers de tissage et de filature ). 

Les installations productrices de Yapenr fonctionnaient à 
une pression d 'environ 7 ICg/cm2 , la vapeur pouvant êtro 
détendue pour ses utilisations à basse pression. 

Les chaudières utilisées étaient de modèles anciens, elles 
étaient chargées à la main, plusieurs d 'entre elles devaient 
être renouvelées à bref délai. 

La force motrice utilisée était fourn ie par l 'électr icité sauf 
dans quelques usines produisant clics-mêmes la pui ssance 


